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2 Ââåäåíèå

Îñíîâíàÿ ìîòèâèðîâêà àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè - ïîïûòàòüñÿ ïåðåâåñòè ãåîìåòðè÷åñêèå
îáúåêòû â àíàëèòè÷åñêóþ ôîðìó è èññëåäîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèå âîïðîñû ñ ïîìîùüþ àíà-
ëèòè÷åñêèõ ñðåäñòâ (íàïðèìåð, èíñòðóìåíòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà). Â äàííîì êóðñå,
êàê è ïðåäïîëàãàåòñÿ â áàçîâîì êóðñå âóçîâñêîé ìàòåìàòèêè, ýòà ïðîãðàììà ïðîâåäåíà íå
ñëèøêîì äàëåêî - îíà îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, íà èçó÷åíèè ïðîñòåéøèõ ãåîìåòðè-
÷åñêèõ îáúåêòîâ, òàêèõ êàê ïðÿìûå, ïëîñêîñòè, êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè. Â
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îñíîâíîì ýòîò êóðñ çíàêîìèò ñòóäåíòà ñ àíàëèòè÷åñêèì îïèñàíèåì ýòèõ íà÷àëüíûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, èëëþñòðèðóÿ íà èõ ïðèìåðå âîçìîæíîñòè àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ
è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷. Ýòè çàäà÷è òàêæå
äàþò âîçìîæíîñòü ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ïðèëîæåíèÿ âåêòîðíîãî ïîäõîäà ê ãåîìåòðèè, òàê
÷òî êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè òåñíî ñâÿçàí ñ êóðñîì ëèíåéíîé àëãåáðû.

Èìååòñÿ ìíîãî õîðîøèõ ó÷åáíèêîâ è çàäà÷íèêîâ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè. Ìû
ïðèâåäåì çäåñü òîëüêî íåñêîëüêî ññûëîê, äîïîëíèòåëüíóþ ëèòåðàòóðó íåòðóäíî íàéòè â
Èíòåðíåòå.

Ó÷åáíèêè:
1. Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý.Ã. Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ.
2. Áåêëåìèøåâ Ä.Â. Êóðñ àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðû.
Çàäà÷íèêè:
1. Öóáåðáèëëåð Î.Í. Çàäà÷è è óïðàæíåíèÿ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
2. Áåêëåìèøåâà Ë.À., Ïåòðîâè÷ À.Þ., ×óáàðîâ È.À. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé

ãåîìåòðèè è ëèíåéíîé àëãåáðå.
3. Êëåòåíèê Ä.Â. Ñáîðíèê çàäà÷ ïî àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.
4. Äàíêî Ï.Å., Ïîïîâ À.Ã., Êîæåâíèêîâà Ò.ß. Âûñøàÿ ìàòåìàòèêà â óïðàæíåíèÿõ è

çàäà÷àõ, ÷.1.

3 Âåêòîðíîå èñ÷èñëåíèå

3.1 Âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî

Â äàííîì ðàçäåëå îáñóæäàåòñÿ ïîíÿòèå âåêòîðíîãî (èíîãäà åãî íàçûâàþò ëèíåéíûì) ïðî-
ñòðàíñòâà. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ áûëè äàíû â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðå è çäåñü ìû âêðàòöå
ïîâòîðèì èõ, èìåÿ â âèäó ïðèëîæåíèÿ â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, à åãî ýëåìåíòû
u ∈ L - âåêòîðàìè, åñëè äëÿ åãî ýëåìåíòîâ çàäàíû 2 îïåðàöèè: ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ (îáî-
çíà÷àåòñÿ çíàêîì +) è óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà âåùåñòâåííûå ÷èñëà c ∈ R, òàê ÷òî ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðûå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ âñåõ ýëåìåíòîâ u1, u2,u3 ∈ L è
ëþáûõ ÷èñåë c, c1, c2 ∈ R:

1. u1 + u2 = u2 + u1,
2. u1 + (u2 + u3) = (u1 + u2) + u3,
3. c(u1 + u2) = cu1 + cu2,
4. c1(c2u) = (c1c2)u,
5. 1 · u = u

6. Ñóùåñòâóåò íóëåâîé ýëåìåíò 0 ∈ L òàêîé, ÷òî 0+ u = u, 0 · u = 0, c · 0 = 0.
Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî n−ñòîëáöîâ. Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé ìàòðèö, òàê ÷òî â

êà÷åñòâå îïåðàöèé ìû èñïîëüçóåì ìàòðè÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî.
Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà îïåðàöèé, åñëè â êà-
÷åñòâå íóëåâîãî ýëåìåíòà âçÿòü íóëåâîé ñòîëáåö - ñòîëáåö, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî ðàâíû
0.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö òèïà (m,n). Â êà÷åñòâå îïåðàöèé ìû èñ-
ïîëüçóåì ìàòðè÷íûå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ âñå îïèñàííûå âûøå ñâîéñòâà îïåðàöèé, åñëè â êà÷åñòâå íóëåâîãî ýëåìåíòà
âçÿòü íóëåâóþ ìàòðèöó - ìàòðèöó òèïà (m,n), âñå ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû 0.

Â êóðñå ëèíåéíîé àëãåáðû áûëè äàíû îïðåäåëåíèÿ ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè è ëèíåé-
íîé íåçàâèñèìîñòè âåêòîðîâ, áàçèñà âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîîðäèíàò âåêòîðà â çà-

2



äàííîì áàçèñå, ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ, ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ è âûðàæåíèÿ
ýòèõ îáúåêòîâ ïðè ôèêñèðîâàííîì áàçèñå. Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè îáû÷íî îáñóæäà-
þò 2 èëè 3 -ìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, òàê ÷òî âåêòîðàìè ìîæíî ñ÷èòàòü 2-ñòîëáöû
èëè 3-ñòîëáöû ñîîòâåòñòâåííî (èõ ñëåäóåò ïèñàòü â âèäå ñòîëáöîâ, ïî òèïîãðàôñêèì ñî-
îáðàæåíèÿì èõ çàïèñûâàþò â âèäå (x, y)T èëè (x, y, z)T ñîîòâåòñòâåííî). ×èñëà x, y, z -
âåùåñòâåííûå, îíè íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà. Òàêîå âåùåñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî
îáîçíà÷àþò R2 (ñîîòâåòñòâåííî, R3). Â êà÷åñòâå ñòàíäàðòíîãî áàçèñà 3-ìåðíîãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà ïîëàãàþò íàáîð âåêòîðîâ {i, j, k}, ïðè÷åì âåêòîðà ýòè èìåþò åäèíè÷íóþ
äëèíó è îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó (â 2-ìåðíîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå áàçèñà âûáèðàþò ïåðâûå
äâà âåêòîðà). Ñîîòâåòñòâåííî, ýòè âåêòîðà ïîëàãàþòñÿ íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè îñåé
x, y, z, òàê ÷òî âåêòîðà çàïèñûâàþòñÿ òðîéêàìè (ïàðàìè) ÷èñåë r = xi+yj+zk = (x, y, z)T ,
i = (1, 0, 0)T , j = (0, 1, 0)T , k = (0, 0, 1)T . 2-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ìîæíî ñ÷èòàòü ïîäïðî-
ñòðàíñòâîì 3-ìåðíîãî, à èìåííî, åãî ñîñòàâëÿþò âåêòîðà, äëÿ êîòîðûõ z = 0.

Âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó R3 ìîæíî ñîïîñòàâèòü íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷åê (êîòîðîå
òàêæå íàçûâàþò òðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì). Ôèêñèðóåì â ýòîì ìíîæåñòâå òî÷êó (íàçî-
âåì åå íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî÷êîé O), âûïóñòèì èç ýòîé òî÷êè òðè îñè, ïåðïåíäèêóëÿðíûå
äðóã äðóãó (íàçîâåì èõ îñÿìè x, y z) è îòëîæèì âäîëü ïåðâîé îñè ÷èñëî x, âäîëü âòîðîé
- ÷èñëî y, âäîëü òðåòüåé - ÷èñëî z. Òî÷êó M , êîòîðàÿ áóäåò èìåòü ýòè êîîðäèíàòû, ìû
ñîïîñòàâèì âåêòîðó (x, y, z)T . Íà "ãåîìåòðè÷åñêîì"ÿçûêå ìû "ïðèëîæèëè"ê òî÷êå O âåê-
òîð r = (x, y, z)T , òàê ÷òî êîíåö ýòîãî âåêòîðà íàõîäèòñÿ â òî÷êå M . Ýòèì ñîîòâåòñòâèåì
ìåæäó âåêòîðàìè è òî÷êàìè ìû áóäåì ÷àñòî ïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì, ïåðåõîäÿ ñ ÿçû-
êà "òî÷åê"íà ÿçûê âåêòîðîâ è îáðàòíî. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ìîæíî ïðîäîëæèòü, ñîïîñòàâëÿÿ
ïàðå òî÷åê M = (x1, y1, z1) è N = (x2, y2, z2) âåêòîð r = (x2−x1, y2− y1, z2− z1)

T - êîòîðûé
íà÷èíàåòñÿ â òî÷êå M è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå N , âûðàæàÿñü â "øêîëüíûõ"òåðìèíàõ.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Êîãäà íàáîð âåêòîðîâ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì?
Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Çàäàíû âåêòîðû a = 2i+ 3j, b = −3j − 2k, c = i+ j − k. Íàéòè êîîðäèíàòû

âåêòîðà a− 1
2
b+ c.

Ðåøåíèå.

a− 1
2
b+c = (2i+3j)− 1

2
(−3j−2k)+(i+j−k) = (2i+i)+(3j+ 3

2
j+j)+(k−k) = 3i+5.5j

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé âåêòîð èìååò êîîðäèíàòû a− 1
2
b+ c = (3, 5.5, 0)T

Çàäà÷à 2. Äàíû âåêòîðà a = (3,−2)T ,b = (−2, 1)T , c = (7,−4)T . Ðàçëîæèòü a ïî áàçèñó
âåêòîðîâ b, c.

Ðåøåíèå.

Ìû èùåì ðàçëîæåíèå a = αb + βc = (−2α + 7β, α − 4β)T , êîýôôèöèåíòû α, β ïîäëå-
æàò îïðåäåëåíèþ. Ñðàâíèâàÿ ïåðâóþ è âòîðóþ êîìïîíåíòû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé
−2α + 7β = 3, α− 4β = −2. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì: α = 2, β = 1.

Çàäà÷è.
1. Çàäàíû âåêòîðû a = 2i − j,b = 3j − k, c = i + 3j − 2k. Íàéòè êîîðäèíàòû âåêòîðà

a+ b+ 1/3c.
2. Äàíû âåêòîðà a = (3,−1)T , b = (1,−2)T , c = (−1, 7)T . Ðàçëîæèòü âåêòîð p =

a+ b+ c ïî áàçèñó âåêòîðîâ a, b.
3. Äàíû âåêòîðà a = (2, 1, 0)T , b = (1,−1, 2)T , c = (2, 2,−1)T , d = (3, 7,−7)T .

Ðàçëîæèòü âåêòîð d ïî âåêòîðàì a, b, c.
4. AD, BE è CF - ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà ýòèõ âåêòîðîâ

ðàâíà íóëþ.
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3.2 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Ñêàëÿðíîå (ñòàíäàðòíîå) ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (r1, r2) =
x1x2+y1y2+z1z2. Äëèíà âåêòîðà r îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì |r| =

√
(r, r) =

√
x2 + y2 + z2.

Óãîë ìåæäó âåêòîðàìè r1 = (x1, y1, z1)
T , r2 = (x2, y2, z2)

T îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

cosϕ =
(r1, r2)

|r1| · |r2|
=

x1x2 + y1y2 + z1z2√
x21 + y21 + z21 ·

√
x22 + y22 + z22

.

Íàïîìíèì îñíîâíûå ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

1. Ñèììåòðè÷íîñòü, (u,v) = (v,u) äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ u,v.
2. Ëèíåéíîñòü ïî îáîèì ñîìíîæèòåëÿì: (λu,v) = λ(u,v), (u1+u2,v) = (u1,v)+ (u2,v)

äëÿ ëþáûõ ÷èñåë λ è ëþáûõ âåêòîðîâ u, v, u1, u1, òî æå äëÿ âòîðîãî ñîìíîæèòåëÿ.
3. (u,u) ≥ 0, ïðè÷åì (u,u) = 0 ⇔ u = 0.
4. Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî: |(u,v)| ≤ |u| · |v| äëÿ ëþáûõ u, v.
Ïðèìåð. Âû÷èñëèì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåêòîðîâ a = (2, 3, 4)T , b =

(−1, 1, −1)T . Ñîãëàñíî íàøèì ôîðìóëàì èìååì: (a, b) = 2 · (−1) + 3 · 1 + 4 · (−1) =
−2 + 3− 4 = −3.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïðîâåðüòå ëèíåéíîñòü ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäå-
íèÿ.

Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Äàíû âåêòîðà a = (m, 3, 4)T , b = (4,m,−7)T . Ïðè êàêîì çíà÷åíèè m ýòè

âåêòîðà ïåðïåíäèêóëÿðíû?
Ðåøåíèå.

Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ýòèõ âåêòîðîâ: (a,b) = 4m+ 3m− 28 = 7m− 28.
Ïîñêîëüêó ýòè âåêòîðà ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ,

ò.å. 7m− 28 = 0. Îòñþäà èìååì m = 4.
Çàäà÷à 2. Êàêîé óãîë îáðàçóþò åäèíè÷íûå âåêòîðà p è q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî a = p+2q

è b = 5p− 4q âçàèìíî ïåðïåíèäèêóëÿðíû.
Ðåøåíèå.

Íàéäåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b, âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâàìè ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(a,b) = (p+ 2q, 5p− 4q) = (p, 5p) + (2q, 5p) + (p,−4q) + (2q,−4q) =

= 5(p,p) + 6(p,q)− 8(q,q) = 5|p|2 + 6|p||q|cos(p,q)− 8|q|2.
Ó÷èòûâàÿ ôàêò, ÷òî a è b ïåðïåíäèêóëÿðíû, à òàêæå ôàêò, ÷òî âåêòîðà p è q åäèíè÷-

íîé äëèíû, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì

5 + 6cos(p,q)− 8 = 6cos(p,q)− 3 = 0

Îòñþäà ïîëó÷èì cos(p,q) = 1/2, ñëåäîâàòåëüíî óãîë ìåæäó âåêòîðàìè p è q ñîñòàâ-
ëÿåò 60 ãðàäóñîâ.

Çàäà÷è.
1. Çíàÿ, ÷òî |a| = 2, |b| = 5 è óãîë ìåæäó a è b ðàâåí 120 ãðàäóñîâ, îïðåäåëèòü, ïðè

êàêîì çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà m âåêòîðû p = ma + 17b è q = 3a− b îêàæóòñÿ âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûìè.

2. Âû÷èñëèòü äëèíó äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõA = 5p+
2q èB = p−3q, åñëè èçâåñòíî, ÷òî |p| = 21.5, |q| = 3 è óãîë ìåæäó p è q ðàâåí 45 ãðàäóñîâ.

3. Äàíû äâà âåêòîðà a = (3,−1, 5)T , b = (1, 2,−3)T . Íàéòè âåêòîð x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé
îñè OZ è óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì (x, a) = 9, (x,b) = −4.
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4. Äàíû âåêòîðà a = (2,−1, 3)T ,b = (1,−3, 2)T , c = (3, 2,−4)T . Âû÷èñëèòü âåêòîð x èç
óñëîâèé (x, a) = 10, (x,b) = 22, (x, c) = −40.

5. Íàéòè åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì a = 3i−j+2k, b = −i+3j−k.

3.3 Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå

Â ïðîñòðàíñòâå R3 , êðîìå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, åñòü åùå îäíà áèíàðíàÿ (ò.å. ñ äâóìÿ
àðãóìåíòàìè) îïåðàöèÿ - âåêòîðíîå óìíîæåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Âåêòîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ r1 = (x1, y1, z1) è r2 =
(x2, y2, zk), íàçûâàåòñÿ âåêòîð

w = [r1, r2] =

∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
i j k

∣∣∣∣∣∣ ,
ãäå â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò òàê íàçûâàåìîé ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ, çàïèñàííîå â âèäå ôîð-
ìàëüíîãî îïðåäåëèòåëÿ ïîðÿäêà 3.

Ôîðìóëó â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ðàñêðûòü è â ÿâíîì âèäå çàïèñàòü

w = (y1z2 − z1y2) i+ (z1x2 − x1z2) j+ (x1y2 − y1x2)k ,

îäíàêî èñõîäíàÿ ôîðìóëà êîìïàêòíåå è ëåã÷å çàïîìèíàåòñÿ.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóþò ñâîéñòâà âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:
1. Ëèíåéíîñòü ïî ñîìíîæèòåëÿì (ñëåäóåò èç ëèíåéíîñòè ïî ñòðîêå îïðåäåëèòåëÿ):
2. Àíòèñèììåòðè÷íîñòü (îïðåäåëèòåëü ìåíÿåò çíàê ïðè ïåðåñòàíîâêå ñòðîê):
3. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: | [u, v] | = Sparallelogramm = 2Streug, ãäå Sparallelogramm -

ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ u, v, Streug - ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà,
äâå ñòîðîíû êîòîðîãî - âåêòîðà u, v.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ôîðìóëó | [u, v] | = Sparallelogramm ïðÿìûì âû÷èñ-
ëåíèåì.

Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Äàíû âåêòîðà a = (2, 0,−3)T , b = (1, 2, 1)T . Íàéòè âåêòîðà c = [a,b], d =

[b, a], f = [a+b,2b].
Ðåøåíèå.

Íàéäåì èñêîìûå âåêòîðà, ïîëüçóÿñü îïðåäåëåíèåì âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

c = [a, b] =

∣∣∣∣∣∣
2 0 −3
1 2 1
i j k

∣∣∣∣∣∣ = (0 · 1− (−3) · 2)i+ (−3) · 1− 2 · 1)j+ (2 · 2− 0 · 1)k = (6,−5, 4)T

Àíàëîãè÷íî

d = [b, a] =

∣∣∣∣∣∣
1 2 1
2 0 −3
i j k

∣∣∣∣∣∣ = (2 · (−3)− 1 · 0)i+(1 · 2− 1 · (−3))j+(1 · 0− 2 · 2)k = (−6, 5,−4)T

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåêòîðà f ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåì âåêòîðà a+b = (2, 0,−3)T +
(1, 2, 1)T = (3, 2,−2)T è 2b = 2 · (1, 2, 1)T = (2, 4, 2)T . Òåïåðü, àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó, ïî
îïðåäåëåíèþ âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, íàéäåì
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f = [a+b, 2b] =

∣∣∣∣∣∣
3 2 −2
2 4 2
i j k

∣∣∣∣∣∣ = (2·2−(−2)·4)i+((−2)·2−3·2)j+(3·4−2·2)k = (12,−10, 8)T

Çàäà÷à 2. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a =
(6, 3,−2)T , b = (3,−2, 6)T .

Ðåøåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé âåêòîð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ñì. òðåòüå ñâîéñòâî). Îíà îçíà÷àåò, ÷òî ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà,
ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a, b, åñòü äëèíà âåêòîðà, ðàâíîãî èõ âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ,
òî åñòü Sparallelogramm = | [a, b] |.

Íàéäåì âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a, b :

f = [a, b] =

∣∣∣∣∣∣
6 3 −2
3 −2 6
i j k

∣∣∣∣∣∣ = (14,−42,−21)T

Òåïåðü íàéäåì äëèíó ýòîãî âåêòîðà
| [a, b] | =

√
142 + (−42)2 + (−21)2 = 49

Òàêèì îáðàçîì, ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a, b ðàâíà 49.
Çàäà÷è.
1. Äàíû âåêòîðà a = (3,−1,−2)T , b = (1, 2,−1)T . Íàéòè âåêòîð [a,b].
2. Äàíû âåêòîðà a = (3,−1,−2)T , b = (1, 2,−1)T . Íàéòè âåêòîð [b, a].
3. Äàíû âåêòîðà a = (3,−1,−2)T , b = (1, 2,−1)T . Âû÷èñëèòü [2a+ b,b].
4. Äàíû âåêòîðà a = (3,−1,−2)T , b = (1, 2,−1)T . Íàéòè âåêòîð [2a− b, 2a+ b].
5. Ïîñòðîèòü åäèíè÷íûé âåêòîð, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì a = (3,−1,−2)T , b =

(−1, 3,−1)T .
6. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

a = (8, 4, 1)T , b = (2,−2, 1)T .
7. Íàéòè âåêòîð x, ïåðïåíäèêóëÿðíûé âåêòîðàì a = (2, 3,−1)T , b = (1,−2, 3)T ïðè

óñëîâèè (x, c) = −6, ãäå c = (2,−1, 1)T .
8. Âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà A(2,−3, 1), B(−1, 1, 1), C(−4, 5, 6), D(2,−3, 6). Âû÷èñ-

ëèòü åãî ïëîùàäü.

3.4 Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå

Ñìåøàííîå ïðîèçâåäåíèå (a, b, c) òðåõ âåêòîðîâ a, b, c èç R3 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(a, b, c) = (a, [b, c]).

Îíî ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèé, òàê ÷òî íàñëåäóåò èõ
ñâîéñòâà.

1. Ëèíåéíîñòü ïî âñåì ñîìíîæèòåëÿì.
2. (a, b, c) = (c, a, b),
3. (a, b, c) = −(a, c, b).
4. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: |(a, b, c)| = Vparallelepiped, ãäå
Vparallelepiped - îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà òðåõ âåêòîðàõ a, b, c.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Äîêàæèòå ñâîéñòâà ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
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Çàäà÷à 1. Âû÷èñëèòü îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a =
(1,−1, 1)T , b = (1, 1, 1)T , c = (2, 3, 4)T .

Ðåøåíèå. Ïî ñâîéñòâó ñìåøàííîãî ïðîèçâåäåíèÿ (ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ) îáú-
åì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a, b, c, åñòü ìîäóëü èõ ñìåøàííîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ. Òî åñòü, äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî íàéòè ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ, ñîñòàâëåííîãî
èç çàäàííûõ âåêòîðîâ.

Vparallelepiped = |(a, b, c)| =

∣∣∣∣∣∣
1 −1 1
1 1 1
2 3 4

∣∣∣∣∣∣ = 4

Òàêèì îáðàçîì, îáúåì èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâåí 4.
Çàäà÷è.
1. Âû÷èñëèòü îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a = (2,−3, 1)T , b =

(1, 1, 2)T , c = (3, 1,−1)T .
2. Âû÷èñëèòü îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ

2a-b+c, a+b+c, 3a-b-c, åñëè (a,b, c) = 1.

4 Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ íà ïëîñêîñòè

4.1 Ñèñòåìû êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì îñíîâíûå îáúåêòû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè íà ïëîñêî-
ñòè. Ïðåæäå âñåãî ââåäåì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ñàìó ïëîñ-
êîñòü ìû ïðåäñòàâëÿåì êàê äâóìåðíîå ïðîñòðàíñòâî òî÷åê. Ôèêñèðóåì îäíó èç ýòèõ òî÷åê,
íàçîâåì åå íà÷àëîì êîîðäèíàò. Âûïóñòèì èç ýòîé òî÷êè âçàèìíî-îðòîãîíàëüíûå îñè (èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, âûáåðåì ïàðó âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, íàïðàâëÿþùèõ ýòèõ
îñåé). Êîîðäèíàòû òî÷êè M , ÷èñëà x, y , îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîåêöèè îòðåçêà OM íà îñè.
Ñ âåêòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè ÷èñëà - êîîðäèíàòû âåêòîðà OM . Òî÷êåM ñîïîñòàâèì ïàðó
÷èñåë (x, y), ýòî ñîïîñòàâëåíèå è åñòü äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ.
1). Äëÿ ââåäåíèÿ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âûáåðåì íà÷àëüíóþ òî÷êó O íà ïëîñêîñòè
è âûïóñòèì èç íåå ïîëÿðíóþ îñü. Ñîåäèíèì òî÷êó M íà ïëîñêîñòè ñ òî÷êîé O - ïîëó÷èì
îòðåçîê OM . Äëèíó ýòîãî îòðåçêà îáîçíà÷èì ρ, óãîë (îòñ÷èòûâàåìûé îò ïîëÿðíîé îñè
ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè) îáîçíà÷èì φ, ñì. ðèñ. 2. Ñîïîñòàâëåíèå M ↔ (ρ, φ) íàçûâàåòñÿ
ïîëÿðíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò.

Åñëè íà÷àëî ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, à ïîëÿðíàÿ îñü ñîâïàäàåò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè X äåêàðòîâîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò, òî íåòðóäíî ñâÿçàòü äåêàðòîâû è ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû. Ñîîòíîøåíèÿ

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ,

âûðàæàþò äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ÷åðåç ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ýòîì ñëó÷àå, ñîîòíîøå-
íèÿ

ρ =
√
x2 + y2, φ = arctg(y/x),

îïèñûâàþò îáðàùåíèå ýòèõ ñîîòíîøåíèé.

4.2 Êðèâûå íà ïëîñêîñòè

Êðèâóþ íà ïëîñêîñòè ìîæíî çàäàâàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ìîæíî îïèñàòü åå
â ÿâíîì âèäå: y = f(x), äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f(x) ñ óêàçàíèåì èíòåðâàëà èçìåíåíèÿ ïå-
ðåìåííîé x. Êðèâóþ ïðè ýòîì îáðàçóþò âñå ïàðû òî÷åê (x, y(x)) äëÿ çàäàííîãî èíòåðâàëà
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Ðèñ. 1: Äåêàðòîâà ïðÿìîóãîëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

Ðèñ. 2: Ïîëÿðíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè

èçìåíåíèÿ x. Âîçìîæíî òàêæå íåÿâíîå îïèñàíèå êðèâîé - êàê íàáîð òî÷åê, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ F (x, y) = 0 äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ F (x, y).
Åùå îäèí ñïîñîá - ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êðèâîé ïàðîé óðàâíåíèé

x = φ(t), y = ψ(t),

ãäå ïàðàìåòð t ïîëàãàåòñÿ ïðèíèìàþùèì çíà÷åíèÿ â çàäàííîì èíòåðâàëå [t1, t2].

4.3 Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ñîâîêóïíîñòü òî÷åê (x, y) íà ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (1)

íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.
Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1), ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì âòîðîãî ïîðÿäêà

îò ïåðåìåííûõ x, y, ïîýòîìó êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé âòîðîãî ïîðÿäêà.
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Ïðè ïîñòðîåíèè äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íà÷àëî êîîðäèíàò âûáèðàåòñÿ ïðî-
èçâîëüíûì îáðàçîì, è íàïðàâëåíèå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûõ îñåé òàêæå â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå ïðîèçâîëüíî. Ïîýòîìó âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ - ìîæíî ëè óïðîñòèòü óðàâ-
íåíèå (1) âûáîðîì ñèñòåìû êîîðäèíàò? Îòâå÷àÿ íà íåãî, ìû îäíîâðåìåííî âûÿñíèì, êà-
êèìè áûâàþò êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà íà ïëîñêîñòè.

Òåîðåìà. Ñäâèãàÿ íà÷àëî êîîðäèíàò è ïîâîðà÷èâàÿ îñè, ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå
(1) ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ.

1. Óðàâíåíèå ýëëèïñà
x2

a2
+
y2

b2
= 1, (2)

2. Óðàâíåíèå ãèïåðáîëû
x2

a2
− y2

b2
= 1, (3)

3. Óðàâíåíèå ïàðàáîëû
y2 = 2px, p > 0, (4)

4. Óðàâíåíèå äâóõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2

a2
− y2

b2
= 0, (5)

5. Óðàâíåíèå äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

y2 = a2, a ̸= 0, (6)

6. Óðàâíåíèå ïàðû ñîâïàäàþøèõ ïðÿìûõ

y2 = 0, (7)

7. Óðàâíåíèå ïàðû ìíèìûõ ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ

x2

a2
+
y2

b2
= 0, (8)

8. Óðàâíåíèå ìíèìîãî ýëëèïñà
x2

a2
+
y2

b2
= −1, (9)

9. Óðàâíåíèå ïàðû ìíèìûõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ

y2 = −a2, a ̸= 0, (10)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ìû ïîëàãàåì, ÷òî õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ A, B, C íå ðàâåí íóëþ. Ïîêàæåì

ñíà÷àëà, ÷òî ïîâîðîòîì ñèñòåìû êîîðäèíàò ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå (1) ê âèäó, â êîòî-
ðîì B = 0. Ïîâîðîò ñèñòåìû êîîðäèíàò ðåàëèçóåòñÿ çàìåíîé

x = x′ cosφ− y′ sinφ, y = x′ sinφ+ y′ sin,

ãäå φ - óãîë ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò, (x′, y′) - êîîðäèíàòû òî÷êè â ïîâåðíóòîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò. Ïîäñòàâëÿÿ â (1) è âûïèñûâàÿ òîëüêî êâàäðàòè÷íûå ïî x′, y′ ñëàãàåìûå,
íàõîäèì óðàâíåíèå êðèâîé â íîâûõ êîîðäèíàòàõ:

x′2·(A cos2 φ+2B sinφ cosφ+C sin2 φ)+x′y′(−A cosφ sinφ+B(cos2 φ−sin2 φ)+C sinφ cosφ)+
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y′2(A sin2 φ− 2B sinφ cosφ+ C cos2 φ) + ... = 0,

ãäå ìíîãîòî÷èå îçíà÷àåò ñëàãàåìûå ìåíüøåé ñòåïåíè. Êîýôôèöèåíò ïðè x′y′ ìîæíî îáðà-
òèòü â íîëü, åñëè ïîäîáðàòü φ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

tg2φ =
2B

A− C
.

Ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè, òàê ÷òî ïîâîðîòîì íà ñîîòâåò-
ñòâóþùèé óãîë ìîæíî èçáàâèòüñÿ îò ñëàãàåìîãî, ïðîïîðöèîíàëüíîãî x′y′. Äàëåå ìû âî
èçáåæàíèå ãðîìîçäêîñòè áóäåì îáîçíà÷àòü íîâûå ïåðåìåííûå êàê ñòàðûå, îïóñêàÿ øòðè-
õè.

Èòàê, ìîæíî ñ ïîìîùüþ ïîâîðîòà ñèñòåìû êîîðäèíàò ïðèéòè ê óðàâíåíèþ

Ax2 + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0. (11)

Åñëè A ̸= 0, òî çàìåíîé x′ = x + D/A ìîæíî îáðàòèòü â íîëü êîýôôèöèåíò ïðè x′, ýòà
çàìåíà ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó íà÷àëà êîîðäèíàò ïî îñè x â òî÷êó x = −D/A. Åñëè C ̸= 0 ,
òî æå ñàìîå ìîæíî ñäåëàòü è ñ ïåðåìåííîé y. Ðàçáåðåì ðàçíûå ñëó÷àè.

1. AC ̸= 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñäâèãîì ïî îáåèì îñÿì ìîæíî ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê âèäó

Ax2 + Cy2 + F = 0. (12)

Åñëè ïàðàìåòðû A, C èìåþò îäèí çíàê, à ïàðàìåòð F - äðóãîé, òî ïåðåíîñÿ F íàïðàâî, è
ðàçäåëèâ íà −F , ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåîáîçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

òî åñòü óðàâíåíèå (2).
Åñëè çíàêè ïàðàìåòðîâ A, C, F ñîâïàäàþò, òî ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ìû

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
x2

a2
+
y2

b2
= −1,

ò.å. óðàâíåíèþ (9).
Åñëè F = 0, òî ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé â óðàâíåíèè (12) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x2

a2
+
y2

b2
= 0,

ò.å. óðàâíåíèå (8).
Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíòû óðàâíåíèÿ (12), ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àþ AC < 0. Åñëè

ïðè ýòîì F ̸= 0, òî ìû ïîñëå ïåðåîáîçíà÷åíèé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 1,

ò.å. óðàâíåíèå (3). Åñëè æå ïðè ýòîì F = 0, òî ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 0,

ò.å. óðàâíåíèå (5).
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2. Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò AC = 0, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, A = 0, C ̸= 0. Â ýòîì
ñëó÷àå óðàâíåíèå (12) ïðèîáðåòàåò âèä

Cy2 + 2Dx+ F = 0.

Åñëè D ̸= 0, òî ñ ïîìîùüþ ñäâèãà ïî ïåðåìåííîé x ïîëó÷àåì óðàâíåíèå (ïîñëå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ïåðåîáîçíà÷åíèé)

y2 = 2px,

ò.å. óðàâíåíèå ïàðàáîëû (4).
Åñëè æå D = 0, òî ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

y2 = −F/C,

è äëÿ ðàçíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (6), (7), (10). ÷.ò.ä.
Èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå êðèâûõ òîëüêî 7 ïåðâûõ èìåþò ðåàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå

îáðàçû - ïîñëåäíèå äâå òî÷åê íà ïëîñêîñòè íå èìåþò.
Ñèñòåìà êîîðäèíàò, â êîòîðûõ óðàâíåíèå êðèâîé ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ïðåäñòàâëåííûõ

â òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé äëÿ äàííîé êðèâîé.

4.4 Ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè

Äëÿ ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè ìû ïðèâåäåì íåñêîëüêî óðàâíåíèé. Â çàâèñèìîñòè îò çàäà÷è
óäîáíåå èñïîëüçîâàòü òî èëè èíîå óðàâíåíèå è äîâîëüíî ÷àñòî òðåáóåòñÿ ïåðåéòè îò óðàâ-
íåíèÿ ïðÿìîé â îäíîé ôîðìå ê óðàâíåíèþ, îïèñûâàþùåìó ïðÿìóþ â äðóãîé ôîðìå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ôèêñèðîâàòü ïðÿìóþ íà ïëîñêîñòè, äîñòàòî÷íî óêàçàòü òî÷êó, ÷åðåç
êîòîðóþ îíà ïðîõîäèò, - òî÷êó M0, è íàïðàâëåíèå - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð a, ëåæàùèé
íà ýòîé ïðÿìîé. Ñîåäèíÿÿ ñ òî÷êîé O òî÷êó M0 è òåêóùóþ òî÷êó ïðÿìîé M , ïîëó÷àåì
ïàðó âåêòîðîâ r0, r, ñì. ðèñ. 3. Òîãäà âåêòîð r− r0 ëèøü äëèíîé îòëè÷àåòñÿ îò âåêòîðà a.
Çàïèñûâàÿ ýòîò ôàêò, ïîëó÷àåì âåêòîðíîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

r− r0 = t · a. (13)

Çäåñü ÷èñëî t èìååò ñìûñë êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó âåêòîðàìè r − r0
è a. Êîãäà òî÷êà M ïðîáåãàåò ïðÿìóþ, ïàðàìåòð t ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò −∞ äî +∞.
Åñëè (a1, a2) - êîîðäèíàòû âåêòîðà a, (x, y) - êîîðäèíàòû âåêòîðà r, (x0, y0) - êîîðäèíàòû
âåêòîðà r0, òî óðàâíåíèå (13) ìîæíî çàïèñàòü ïîêîîðäèíàòíî,

x = x0 + a1t, y = y0 + a2t. (14)

Ýòó ïàðó óðàâíåíèé íàçûâàþò ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèåì ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
Èñêëþ÷àÿ ïàðàìåòð t èç ýòîé ïàðû óðàâíåíèé, ïîëó÷èì:

y − y0 = k(x− x0), k = a2/a1. (15)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó. Åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

y = kx+ b, b = y0 − kx0. (16)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì. Ãåîìåòðè÷å-
ñêèé ñìûñë k óñòàíàâëèâàåòñÿ, åñëè ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü ôóíêöèþ y(x) ïî x: k = tgα,
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Ðèñ. 3: Ïðÿìàÿ îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé, ÷åðåç êîòîðóþ îíà ïðîõîäèò, è íàïðàâëÿþùèì âåê-
òîðîì

ãäå α - óãîë ìåæäó ïðÿìîé è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè x. Âåëè÷èíà b îïðåäåëÿåò
âåëè÷èíó îòðåçêà, îòñåêàåìîãî ïðÿìîé íà îñè y, ñì. ðèñ. 4.

Äàëåå, íåòðóäíî èç óðàâíåíèÿ (15) âûâåñòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå

çàäàííûå òî÷êè. Â ñàìîì äåëå, åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (x0, y0) è (x1, y1), òî,
ïîäñòàâëÿÿ âòîðóþ òî÷êó â óðàâíåíèå (15) íàõîäèì çíà÷åíèå k, òàê ÷òî â èòîãå óðàâíåíèå
ïðÿìîé ïðèîáðåòàåò âèä:

y − y0
y1 − y0

=
x− x0
x1 − x0

. (17)

Èìååòñÿ åùå îäíî ïîëåçíîå ïðè ðåøåíèè ðÿäà çàäà÷ óðàâíåíèå ïðÿìîé, ò.í. íîðìàëüíîå
óðàâíåíèå ïðÿìîé. Ïóñòü a = (a − 1, a2) - íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè.
Òîãäà íåòðóäíî ïîñòðîèòü íîðìàëü N ê ýòîìó âåêòîðó, ò.å. âåêòîð, îðòîãîíàëüíûé a è ïî-
ýòîìó îðòîãîíàëüíûé ïðÿìîé,N = (a2, −a1). Âûïèøåì óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ
r− r0 è N:

(r− r0,N) = 0.

Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå âìåñòî âåêòîðà N âåêòîð åäèíè÷íîé äëèíû, ñîâïàäàþùèé ñ
íèì ïî íàïðàâëåíèþ, n = N/|N|. Ïîëàãàÿ n = (cos β, sin β), ïîëó÷èì óðàâíåíèå

x cos β + y sin β = d. (18)

Ïðè ýòîì ïàðàìåòð β èìååò ñìûñë óãëà, êîòîðûé îáðàçóåò ïðÿìàÿ ñ îñüþ y, à ìîäóëü d
ðàâåí ðàññòîÿíèþ îò ïðÿìîé äî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðÿìîé - òàê íàçûâàåìîå îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè,

Ax+By + C = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå èç ïðåäûäóùèõ óðàâíåíèé ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ýòîì âèäå.
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Ðèñ. 4: Ïðÿìàÿ: ôèêñèðîâàí óãëîâîé êîýôôèöèåíò è îòðåçîê, îòñåêàåìûé íà îñè y

Óãîë ìåæäó äâóìÿ ïðÿìûìè ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè, â çàâèñèìîñòè îò
âèäà óðàâíåíèé, êîòîðûìè çàäàíû ïðÿìûå. Åñëè îíè çàäàíû âåêòîðíûìè óðàâíåíèÿìè,
òî ýòîò óãîë ðàâåí óãëó ìåæäó íàïðàâëÿþùèìè âåêòîðàìè ïðÿìûõ a1, a2, òàê ÷òî

cosϕ =
(a1, a2)

|a1| · |a2|
.

Ïóñòü ïðÿìûå çàäàíû óðàâíåíèÿìè ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè âèäà (16), êîòîðûå èìå-
þò ñìûñë òàíãåíñà óãëà íàêëîíà ïðÿìûõ ê îñè x. Âñïîìèíàÿ ôîðìóëó äëÿ òàíãåíñà ðàç-
íîñòè óãëîâ, ìîæíî íàïèñàòü äëÿ óãëà ϕ ìåæäó ïðÿìûìè:

tgϕ =
k1 − k2

1 + k1 · k2
.

Îòñþäà óñëîâèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ : k1 = k2, óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ïðÿìûõ :
k1 · k2 = −1 (â ýòîì ñëó÷àå çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ îáðàùàåòñÿ â 0).

Ïðèâåäåì åùå ïàðó ïîëåçíûõ ôîðìóë, êîòîðûå íåòðóäíî âûâåñòè èç óðàâíåíèé ïðÿìîé.
Ðàññòîÿíèå îò çàäàííîé òî÷êè (x1, y1) äî ïðÿìîé Ax+By+C = 0 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

p =
Ax1 +By1 + C√

A2 +B2
.

Äëèíà îòðåçêà MN , M = (x1, y1), N = (x2, y2), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

L =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

Ïðèìåð. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó (−1, 1) ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé 2x+3y+7 = 0.
Ýòà ïðÿìàÿ áóäåò èìåòü óðàâíåíèå 2x + 3y + C = 0, ãäå ÷èñëî C ïîäëåæèò îïðåäåëåíèþ
(êîýôôèöèåíòû ïåðåä x, y îïðåäåëÿþò íàêëîí ïðÿìîé è åñëè ìû âîçüìåì èõ, êàê â èñ-
õîäíîé ïðÿìîé, ïîëó÷èì ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ). Ïîäñòàâëÿÿ òî÷êó â èñêîìóþ ïðÿìóþ,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå äëÿ C: −2 + 3 + C = 0, òàê ÷òî C = −1 è èñêîìîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:
2x+ 3y − 1 = 0.
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Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïóñòü çàäàíî îáùåå óðàâíåíèå ïðÿìîé íà ïëîñêîñòè. Ïåðå-
ïèøèòå åãî â âèäå íîðìàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé.

Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â îáùåì âèäå è ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì, åñëè

ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè À(2,3) è B(4,-6).
Ðåøåíèå. Äëÿ íàïèñàíèÿ óðàâíåíèÿ èñêîìîé ïðÿìîé âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (17).

Ïîäñòàâëÿÿ â íåå âìåñòî (x0, y0) êîîðäèíàòû òî÷êèÀ, à âìåñòî (x1, y1) - êîîðäèíàòû òî÷êè
B, ïîëó÷èì

y − 3

(−6)− 3
=
x− 2

4− 2
.

èëè
y − 3

−9
=
x− 2

2
.

Ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (äîìíîæåíèÿ íà íàèìåíüøèé îá-
ùèé çíàìåíàòåëü, ïåðåíîñà â ëåâóþ ÷àñòü è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ), ïîëó÷èì
óðàâíåíèå â îáùåì âèäå:

2y + 9x− 24 = 0.

Òåïåðü ïðèâåäåì ýòî óðàâíåíèå ê âèäó óðàâíåíèÿ ïðÿìîé ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì:

y = 12− 9x

2
.

Çàäà÷à 2. Äâå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà çàäàíû óðàâíåíèÿìè 2x+5y+6 = 0 è x−3y =
0. Èçâåñòíû êîîðäèíàòû îäíîé èç âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà -K(4;-1). Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà.

Ðåøåíèå. Â ïàðàëëåëîãðàììå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, çíà÷èò èñõîä-
íàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ äàííûì è ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
çàäàííóþ òî÷êó.

Ïîñòðîèì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé 2x + 5y + 6 = 0. Åå óðàâíåíèå áóäåò èìåòü
âèä 2x+5y+C = 0. Çíà÷åíèå Ñ îïðåäåëèì, ïîäñòàâèâ â ýòî óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êè
K: 2 · 4 + 5 · (−1) + C = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, Ñ = -3 è èñêîìîå óðàâíåíèå ñòîðîíû åñòü

2x+ 5y − 3 = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå x − 3y + C = 0 êîîðäèíàòû òî÷êè K:
4− 3 · (−1) + C = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå äðóãîé ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà:

x− 3y − 7 = 0.

Çàäà÷à 3. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿìûå

y = 3x− 1, x+ y − 7 = 0, x− 7y = 7

ñëóæàò ñòîðîíàìè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.
Ðåøåíèå. Èçâåñòíî, ÷òî ðàâíîáåäðåííûì íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèê, äâå ñòîðîíû êîòî-

ðîãî èìåþò ðàâíóþ äëèíó. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ òî÷åê
ïåðåñå÷åíèÿ çàäàííûõ ïðÿìûõ è äëèí ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

Íàéäåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ y = 3x − 1, x + y − 7 = 0, ðåøèâ ñèñòåìó èç ýòèõ
óðàâíåíèé. Ïîëó÷èì òî÷êó A (2,5).

Àíàëîãè÷íî, ðåøèâ ñèñòåìó èç óðàâíåíèé y = 3x− 1, x− 7y = 7, ïîëó÷èì êîîðäèíàòû
äðóãîé âåðøèíû - B (0,-1).
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Íàêîíåö, ðåøåíèå ñèñòåìû x+y−7 = 0, x−7y = 7 åñòü êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýòèõ ïðÿìûõ, ò.å. êîîðäèíàòû òðåòüåé âåðøèíû - C (7,0).

Íàéäåì äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ò.å. äëèíû îòðåçêîâ AB, AC, BC:

|AB| =
√
(0− 2)2 + (−1− 5)2 =

√
40, |AC| =

√
(7− 2)2 + (0− 5)2 =

√
50,

|BC| =
√

(7− 0)2 + (0− (−1))2 =
√
50.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî |AC| = |BC|, çíà÷èò, äåéñòâèòåëüíî, èñõîäíûå ïðÿìûå çàäàþò ñòîðîíû
ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà.

Çàäà÷à 4. Âûÿñíèòü ÿâëÿþòñÿ ëè ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ïðÿìûå 3x−2y = 0 è −4x−6y+
3 = 0.

Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì óðàâíåíèÿ ê âèäó óðàâíåíèé ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåíòàìè:

y =
3x

2
, y = −2x

3
+

1

2

Òîãäà óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïåðâîãî óðàâíåíèÿ k1 = 3
2
, âòîðîãî - k1 = −2

3
. Ïðîâåðèì

óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè, ñîãëàñíî êîòîðîìó k1 · k2 = −1. Â íàøåì ñëó÷àå èìååì k1 · k2 =
3
2
· −2

3
= −1 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàííûå ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû.

Çàäà÷à 5. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé x+3
−4

= y−2
3

äî òî÷êè P (2,−1).
Ðåøåíèå. Ïðèâîäÿ èñõîäíîå óðàâíåíèå ê îáùåìó âèäó, ïîëó÷èì

3x+ 4y + 1 = 0.

Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P (2,−1) äî ïðÿìîé âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå

p =
|3 · 2 + 4 · (−1) + 1|√

32 + 42
=

2

5
.

Çàäà÷è.
1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(−2, 1) è ïàðàëëåëüíîé

ïðÿìîé
x+ 7

−5
=
y + 9

−4
.

2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóM(−2, 1) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé
ïðÿìîé

x+ 7

−5
=
y + 9

−4
.

3. Íàéòè óãîë ìåæäó ïðÿìûìè

x+ 7

5
=
y + 3

4
,

x+ 2

4
=
y − 2

−5
.

4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå áèññåêòðèñû îñòðîãî óãëà ìåæäó ïðÿìûìè 3y = 4x è 5x+12y =
6.

5. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, óäàëåííîé íà 5 îò ïðÿìîé 12x+ 5y = 39.
6. Îñíîâàíèÿ òðàïåöèè ëåæàò íà ïðÿìûõ

2x+
√
5y − 24 = 0, 2x+

√
5y + 6 = 0.

Íàéòè åå âûñîòó.
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7. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðÿìûå 2x+ 11
2
y − 15 = 0 è 23

2
x− 5y + 30 = 0 êàñàþòñÿ îäíîé è òîé

æå îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è âû÷èñëèòü åå ðàäèóñ.
8. Íà ðàññòîÿíèè 5 îò òî÷êèM(4, 3) ïðîâåñòè ïðÿìóþ, îòñåêàþùóþ ðàâíûå îòðåçêè íà

îñÿõ êîîðäèíàò.
9. Íà îñè y íàéòè òî÷êó, ðàâíîóäàëåííóþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò è îò ïðÿìîé 3x− 4y =

12 = 0.
10. ×åðåç òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ 2x − y = 2 è x + y = 1 ïðîâåñòè ïðÿìóþ, ïàðàë-

ëåëüíóþ ïðÿìîé y = 3x− 2.
11. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà, çíàÿ

óðàâíåíèå ãèïîòåíóçû y = 3x+ 5 è âåðøèíó ïðÿìîãî óãëà M(4,−1).
12. Âû÷èñëèòü êîîðäèíàòû âåðøèí ðîìáà, åñëè èçâåñòíû óðàâíåíèÿ äâóõ åãî ñòîðîí

2x− 5y − 1 = 0 è 2x− 5y − 34 = 0 è óðàâíåíèå îäíîé èç äèàãîíàëåé x+ 3y − 6 = 0.
13. Íàéòè óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, çíàÿ îäíó èç åãî âåðøèí A(3, 4) è óðàâíåíèÿ

äâóõ âûñîò 7x− 2y = 1 è 2x− 7y = 6.
14. ×åðåç òî÷êó M(0, 1) ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû åå îòðåçîê, çàêëþ÷åííûé ìåæäó

äâóìÿ äàííûìè ïðÿìûìè x− 3y + 10 è 2x+ y − 8 = 0, äåëèëñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.
15. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, çíàÿ îäíó èç åãî âåðøèí A(−4, 2) è

óðàâíåíèÿ äâóõ ìåäèàí 3x− 2y + 2 = 0 è 3x+ 5y − 12 = 0.
16. Äàíû äâå ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû êâàäðàòàA(−5, 2) è C(3,−4). Ñîñòàâèòü óðàâ-

íåíèÿ åãî ñòîðîí.

4.5 Ýëëèïñ

Âûïèøåì åùå ðàç êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà,

x2

a2
+
y2

b2
= 1, (19)

ñì. ðèñóíîê 5. Ïðè êàíîíè÷åñêîì îïèñàíèè ïîëàãàþò, ÷òî a > b > 0. Çàìåòèì, ÷òî åñëè
a = b, òî ýëëèïñ ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü. Òî÷êè (a, 0), (−a, 0), (0, b), (0,−b) íàçûâàþò
âåðøèíàìè ýëëèïñà, ïàðàìåòð a - áîëüøàÿ ïîëóîñü, ïàðàìåòð b - ìàëàÿ ïîëóîñü. Äàëåå,
ââîäÿò ïàðàìåòð c =

√
a2 − b2, òî÷êè (c, 0), (−c, 0) íàçûâàþò ôîêóñàìè ýëëèïñà. Âåëè÷èíó

ε = c/a íàçûâàþò ýêñöåíòðèñèòåòîì ýëëèïñà. Îíà õàðàêòåðèçóåò âûòÿíóòîñòü ýëëèïñà. Èç
îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ýëëèïñà 0 ≤ ε ≤ 1. Îïèøåì ñíà÷àëà ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà
ýëëèïñà, ñëåäóþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç êàíîíè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (19).

1. Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè òî÷êà (x, y) ïðèíàäëåæèò ýëëèïñó, òî âûïîë-
íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |x| ≤ a, |y| ≤ b. Òàêèì îáðàçîì, âñå òî÷êè ýëëèïñà ëåæàò â ýòîì
ïðÿìîóãîëüíèêå (êîíå÷íîì!).

2. Òàê êàê ïåðåìåííûå x, y âõîäÿò â óðàâíåíèå ýëëèïñà òîëüêî â êâàäðàòàõ, òî èç òîãî,
÷òî (x, y) ëåæàò íà ýëëèïñå ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (±x, ±y) òàêæå ëåæàò íà ýëëèïñå ïðè ëþáîì
âûáîðå çíàêîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ýëëèïñ ñèììåòðè÷åí ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíîé îñåé
êîîðäèíàò è èìååò öåíòð ñèììåòðèè, òî÷êó O.

Ýëëèïñ ìîæíî îïèñàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê. Äëÿ ýòîãî ñîåäèíèì òî÷êóM ,
ëåæàùóþ íà ýëëèïñå, ñ ôîêóñàìè. Ñîîòâåòñòâóþùèå îòðåçêè íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè
ðàäèóñàìè òî÷êè (ñì. ðèñ. 2, îòðåçêè r1, r2).

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà ëåæàëà íà ýëëèïñå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ñóììà åå ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ ðàâíÿëàñü 2a,

r1 + r2 = 2a. (20)

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ðèñ. 5: Ýëëèïñ è åãî äèðåêòðèñû

1. Äîñòàòî÷íîñòü. Èç ðèñóíêà ïîëó÷àåì:

r1 =
√
(x+ c)2 + y2, r2 =

√
(x− c)2 + y2,

òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå√
(x+ c)2 + y2 +

√
(x− c)2 + y2 = 2a.

Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (19). Èçáàâèìñÿ îò
êîðíåé. Äëÿ ýòîãî ïåðåíåñåì îäèí èç êîðíåé íàïðàâî è âîçâåäåì â êâàäðàò. Ðàñêðûâàÿ
ñêîáêè, ïîëó÷èì:

x2 + 2xc+ c2 + y2 = 4a2 − 4a
√

(x− c)2 + y2 + x2 − 2xc+ c2 + y2.

Ñîêðàùàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è äåëÿ íà 4, ïîëó÷èì:

a
√
(x− c)2 + y2 = a2 − xc.

Âîçâîäÿ åùå ðàç â êâàäðàò, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå:

a2(x2 − 2xc+ c2 + y2) = a4 − 2a2xc+ x2c2.

Ñîêðàùàÿ åùå ðàç ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷èì:

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

Ïîäñòàâëÿÿ c2 = a2 − b2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, òîëüêî ìíîæèòåëåì îòëè÷àþùååñÿ îò
ñîîòíîøåíèÿ (19).

2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (19), âû÷èñëèì r1. Èìååì:

r1 =
√
(x+ c)2 + y2 =

√
(x+ c)2 + b2 − b2x2

a2
=

√
x2 + 2xc+ c2 + b2 − b2x2

a2
=√

c2x2

a2
+ 2xc+ a2 = a+ εx.
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Âû÷èñëåíèå r2 ïî ýòîé ñõåìå ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó (èìååòñÿ îòëè÷èå òîëüêî â îäíîì
çíàêå!) r2 = a − εx. Èç ñâîéñòâ ýëëèïñà ñëåäóåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè - ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì (20), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Èìååòñÿ åùå îäíî îïèñàíèå ýëëèïñà. Ââåäåì òàê íàçûâàåìûå äèðåêòðèñû ýëëèïñà -
ïðÿìûå x = ±a/ε (ñì. ðèñ. 2).

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà ëåæàëà íà ýëëèïñå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî ôîêóñà ê ðàññòîÿíèþ äî ñîîòâåòñòâóþùåé
äèðåêòðèñû áûëî ðàâíî ýêñöåíòðèñèòåòó ýëëèïñà,

r2/d2 = ε. (21)

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü r2 = εd2. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî d2 = a/ε− x, òàê ÷òî√

(x− c)2 + y2 = a− εx.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

x2 + 2xc+ c2 + y2 = a2 + 2εx+ ε2x2.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ε, ïîëó÷àåì:

b2x2

a2
+ y2 = b2.

Ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ïîäõîäÿùèé ìíîæèòåëü, ïåðåõîäèò â (19).
2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà (x, y) ëåæèò íà ýëëèïñå, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

(19). Êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ìû ïîëó÷àåì r2 =
a− εx. Èç ðèñóíêà: d2 = a/ε−x. Äåëèì îäíî íà äðóãîå - ïîëó÷àåì (21), ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Ïðèìåð. Ïóñòü èçâåñòíî ñëåäóþùåå: ðàññòîÿíèÿ îäíîãî èç ôîêóñîâ ýëëèïñà äî êîíöîâ
áîëüøîé îñè ðàâíû 7 è 1. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå ýòîãî ýëëèïñà. Óêàçàííûå ðàññòîÿíèÿ ðàâíû
a + c è a − c ñîîòâåòñòâåííî, òàê ÷òî èìååì: a = 4, c = 3. Äàëåå, c =

√
a2 − b2, îòêóäà

b =
√
16− 9 =

√
7. Â èòîãå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ýëëèïñà:

x2

16
+
y2

7
= 1.

Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Äàíî óðàâíåíèå ýëëèïñà x2+4y2 = 25. Âû÷èñëèòü äëèíó åãî ïîëóîñåé, êîîð-

äèíàòû ôîêóñîâ è ýêñöåíòðèñèòåò.
Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì óðàâíåíèå ýëëèïñà ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

x2

25
+

4y2

25
= 1

èëè
x2

52
+

y2

(5
2
)2

= 1

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî äëèíà áîëüøîé ïîëóîñè a = 5, äëèíà ìàëîé ïîëóîñè b = 5
2
.

Íàéäåì ïàðàìåòð c:

c =
√
a2 − b2 =

√
52 −

(
5

2

)2

=
5

2

√
3.
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Òîãäà òî÷êè ôîêóñà èìåþò êîîðäèíàòû
(
−5

2

√
3, 0

)
è
(
5
2

√
3, 0

)
.

Ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí ε = c
a
=

5
2

5
= 1

2
.

Çàäà÷à 2. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ ôîêóñàìè C1(−7; 0) è C2(7; 0), ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç òî÷êó M(-2;12).

Ðåøåíèå. Íàéäåì ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷êè M:

r1 = |MC1| =
√
(−7− (−2))2 + (0− 12)2 = 13, r2 = |MC2| =

√
(7− (−2))2 + (0− 12)2 = 15.

Ïî ôîðìóëå (20) ñóììà ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ ðàâíà äëèíå áîëüøîé îñè ýëëèïñà: r1 +
r2 = 2a, ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ñëó÷àå èìååì 13+15 = 2a. Çíà÷èò äëèíà áîëüøîé ïîëóîñè
a = 14.

Äëèíó ìàëîé ïîëóîñè íàéäåì èç ðàâåíñòâà c =
√
a2 − b2. Òîãäà

b =
√
a2 − c2 =

√
142 − 72 = 7

√
3.

Òàêèì îáðàçîì, êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ýëëèïñà ñ çàäàííûìè óñëîâèÿìè åñòü

x2

196
+

y2

147
= 1

Çàäà÷à 3. Â ýëëèïñ x2

49
+ y2

24
= 1 âïèñàí ïðÿìîóãîëüíèê, äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû

êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêóñû. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
Ðåøåíèå. Èñõîäÿ èç óñëîâèÿ, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî îäíà èç ñòîðîí âïèñàííîãî â

ýëëèïñ ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 2c, ãäå c =
√
a2 − b2 =

√
49− 24 = 5.

Äëèíà äðóãîé ñòîðîíû åñòü äëèíà õîðäû, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè àáñöèññ è ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç ôîêóñ ýëëèïñà, ò.å. ñîîòâåòñâóþùåé óðàâíåíèþ x = 5. Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå
ýëëèïñà x = 5, ïîëó÷èì

52

49
+
y2

24
= 1

Îòñþäà y2 = 242

49
, òîãäà y = ±24

7
.

Âòîðàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 2|y|.
Òîãäà èñêîìàÿ ïëîùàäü ðàâíà

S = 2c · 2|y| = 10 · 48
7

= 68
4

7
.

Çàäà÷è.
1. Äàíî óðàâíåíèå ýëëèïñà 25x2+169y2 = 4225. Âû÷èñëèòü äëèíó åãî îñåé, êîîðäèíàòû

ôîêóñîâ è ýêñöåíòðèñèòåò.
2. Ñîñòàâèòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ó êîòîðîãî ñóììà ïîëóîñåé è ðàññòîÿíèå

ìåæäó ôîêóñàìè ðàâíû 8.
3. Â ýëëèïñ

x2

49
+
y2

24
= 1

âïèñàí ïðÿìîóãîëüíèê, ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû êîòîðîãî ïðîõîäÿò ÷åðåç ôîêóñû. Âû-
÷èñëèòü åãî ïëîùàäü.

4. Íà ýëëèïñå
x2

30
+

9y2

24
= 1

íàéòè òî÷êó, ðàññòîÿíèå êîòîðîé îò îñè y ðàâíî ïÿòè.
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5. Ýëëèïñ, îñè êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè (2, 30.5)
è N(0, 2). Íàïèñàòü åãî óðàâíåíèå è íàéòè ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷êè Ì.

6. Ñîñòàâèòü ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ýëëèïñà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êè M(
√
3,−2) è

N(−2
√
3, 1).

7. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ýëëèïñà, åñëè ðàññòîÿíèå ìåæäó äèðåêòðèñàìè ðàâíî 12, à áîëü-
øàÿ ïîëóîñü ðàâíà 2

√
3.

8. Â ýëëèïñ
x2

36
+
y2

9
= 1

âïèñàí ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ ïðàâîé âåðøèíîé
áîëüøîé îñè. Íàéòè êîîðäèíàòû äâóõ äðóãèõ âåðøèí òðåóãîëüíèêà.

9. Íà ýëëèïñå
x2

100
+
y2

36
= 1

íàéòè òî÷êó, ðàññòîÿíèå êîòîðîé îò ïðàâîãî ôîêóñà â 4 ðàçà áîëüøå ðàññòîÿíèÿ îò ëåâîãî
ôîêóñà.

10. Äàí ýëëèïñ
x2

9
+
y2

4
= 1.

×åðåç òî÷êó (1, 1) ïðîâåñòè õîðäó, äåëÿùóþñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.

4.6 Ãèïåðáîëà

Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû (ñì. ðèñ. 6)

x2

a2
− y2

b2
= 1, (22)

Ðèñ. 6: Ãèïåðáîëà è åå äèðåêòðèñû

Ýòî óðàâíåíèå, íàïîìíèì, âûïîëíÿåòñÿ â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, êîòîðàÿ íà-
çûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêîé. ×èñëà a, b íàçûâàþòñÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ïîëóîñÿìè ãèïåð-
áîëû. Òî÷êè (±a, 0) íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ãèïåðáîëû.
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Âûïèøåì ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ãèïåðáîëû.
1. Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî |x| ≥ a.
2. Òàê êàê ïåðåìåííûå x, y âõîäÿò â óðàâíåíèå ãèïåðáîëû òîëüêî â êâàäðàòàõ, òî èç

òîãî, ÷òî (x, y) ëåæàò íà ãèïåðáîëå ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè (±x, ±y) òàêæå ëåæàò íà ãèïåðáî-
ëå ïðè ëþáîì âûáîðå çíàêîâ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ãèïåðáîëà ñèììåòðè÷íà ïðè îòðàæåíèè
îòíîñèòåëüíîé îñåé êîîðäèíàò è èìååò öåíòð ñèììåòðèè, òî÷êó O.

3. Ãèïåðáîëà ñîñòîèò èç äâóõ âåòâåé, ñîäåðæèò òî÷êè, ñêîëü óãîäíî äàëåêèå îò íà÷àëà
êîîðäèíàò.

4. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (22) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé y, ïîëó÷àåì:

y = ±b
√
x2

a2
− 1.

Êîãäà |x| → ∞, âåòâè ãèïåðáîëû ïðèáëèæàþòñÿ ê ïðÿìûì y = ±bx/a. Ýòè ïðÿìûå íàçû-
âàþòñÿ àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû, îíà ëåæèò ìåæäó íèìè.

Ïîëîæèì äëÿ ãèïåðáîëû c =
√
a2 + b2, ýêñöåíòðèñèòåò ε = c/a. Ýêñöåíòðèñèòåò îïè-

ñûâàåò âûòÿíóòîñòü ãèïåðáîëû. Òî÷êè (±c, 0) íàçûâàþòñÿ ôîêóñàìè ãèïåðáîëû. Êàê ñëå-
äóåò èç îïðåäåëåíèé, c > a, òàê ÷òî äëÿ ãèïåðáîëû ε > 1. Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êó
M ãèïåðáîëû ñ åå ôîêóñàìè, íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè ðàäèóñàìè òî÷êè M .

Óðàâíåíèå ãèïåðáîëû î÷åíü ïîõîæå íà óðàâíåíèå ýëëèïñà, îòëè÷èå - â çíàêå îäíîãî èç
÷ëåíîâ óðàâíåíèÿ. Ïîýòîìó è îïèñàíèå ãèïåðáîëû â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïàðàëëåëüíî
îïèñàíèþ ýëëèïñà. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì ïî ñóùåñòâó ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî àíàëî-
ãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ýëëèïñà.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà ëåæàëà íà ãèïåðáîëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ìîäóëü ðàçíîñòè åå ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ ðàâíÿëàñü 2a,

|r1 − r2| = 2a. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Äîñòàòî÷íîñòü. Èç ðèñóíêà ïîëó÷àåì:

r1 =
√
(x+ c)2 + y2, r2 =

√
(x− c)2 + y2,

òàê ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðàâóþ âåòâü
ãèïåðáîëû, òàê ÷òî r1 > r2)√

(x+ c)2 + y2 −
√

(x− c)2 + y2 = 2a.

Ïîêàæåì, ÷òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî (x, y) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (22). Íàäî èçáàâèòüñÿ
îò êîðíåé. Äëÿ ýòîãî ïåðåíåñåì îäèí èç êîðíåé íàïðàâî è âîçâåäåì â êâàäðàò. Ðàñêðûâàÿ
ñêîáêè, ïîëó÷àåì:

x2 + 2xc+ c2 + y2 = 4a2 + 4a
√
(x− c)2 + y2 + x2 − 2xc+ c2 + y2.

Ñîêðàùàÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è äåëÿ íà 4, ïîëó÷àåì:

a
√
(x− c)2 + y2 = xc− a2.

Âîçâîäÿ åùå ðàç â êâàäðàò, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå:

a2(x2 − 2xc+ c2 + y2) = a4 − 2a2xc+ x2c2.
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Ñîêðàùàÿ åùå ðàç ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïîëó÷àåì:

(a2 − c2)x2 + a2y2 = a2(a2 − c2).

Ïîäñòàâëÿÿ c2 = a2 + b2, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå, òîëüêî ìíîæèòåëåì îòëè÷àþùååñÿ îò
ñîîòíîøåíèÿ (22).

2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (22), âû÷èñëèì r1. Èìååì:

r1 =
√
(x+ c)2 + y2 =

√
(x+ c)2 + b2 − b2x2

a2
=

√
x2 + 2xc+ c2 +

b2x2

a2
− b2 =√

c2x2

a2
+ 2xc+ a2 = a+ εx.

Âû÷èñëåíèå r2 ïî ýòîé ñõåìå ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó (èìååòñÿ îòëè÷èå òîëüêî â îäíîì
çíàêå!) r2 = εx − a. Èç ñâîéñòâ ãèïåðáîëû ñëåäóåò, ÷òî â ïðàâîé ÷àñòè - ïîëîæèòåëüíîå
÷èñëî. Âû÷èòàÿ, ïîëó÷àåì (23), ÷òî è òåáîâàîñü äîêàçàòü.

Èìååòñÿ åùå îäíî îïèñàíèå ýëëèïñà. Ââåäåì ò.í. äèðåêòðèñû ãèïåðáîëû - ïðÿìûå x =
±a/ε, ñì. ðèñ. 6. Â äàííîì ñëó÷àå ε > 1, òàê ÷òî äèðåêòðèñû ëåæàò ìåæäó âåðøèíàìè
ãèïåðáîëû.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà ëåæàëà íà ãèïåðáîëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òî-
áû îòíîøåíèå ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè äî ôîêóñà ê ðàññòîÿíèþ äî ñîîòâåòñòâóþùåé
äèðåêòðèñû áûëî ðàâíî ýêñöåíòðèñèòåòó ãèïåðáîëû,

r2/d2 = ε. (24)

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü r2 = εd2. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò, ÷òî d2 = a/ε− x, òàê ÷òî√

(x− c)2 + y2 = a− εx.

Âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

x2 + 2xc+ c2 + y2 = a2 + 2εx+ ε2x2.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû è ó÷èòûâàÿ ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ε, ïîëó÷àåì:

b2x2

a2
+ y2 = b2.

Ýòî ñîîòíîøåíèå, ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà ïîäõîäÿùèé ìíîæèòåëü, ïåðåõîäèò â (22).
2. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü òî÷êà (x, y) ëåæèò íà ãèïåðáîëå, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ óðàâíåíèå

(22). Êàê áûëî ïîêàçàíî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé òåîðåìû, ìû ïîëó÷àåì r2 =
εx− a. Èç ðèñóíêà: d2 = x− a/ε. Äåëèì îäíî íà äðóãîå - ïîëó÷àåì (24). ÷.ò.ä.

Ïðèìåð. Ïóñòü èçâåñòíî ñëåäóþùåå: ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå c = 10, îíà ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó (12, 3

√
5). Íàïèøåì óðàâíåíèå ýòîé ãèïåðáîëû. Ïîäñòàâëÿÿ òî÷êó â êàíîíè÷åñêîå

óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ïîëó÷àåì:
144

a2
− 45

b2
= 1.

Îáîçíà÷àÿ b2 = s, ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå s2 + 89s− 4500 = 0. Åãî ïîëîæèòåëüíîå
ðåøåíèå s = 36. Ñîîòâåòñòâåííî, a2 = 100 − 36 = 64. Òàêèì îáðàçîì, èñêîìàÿ ãèïåðáîëà
èìååò âèä

x2

64
− y2

36
= 1,
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Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû è óðàâíåíèÿ åå àñèìïòîò, åñëè âåùåñòâåííàÿ

ïîëóîñü ðàâíà
√
15 è ãèïåðáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó M(5,

√
6).

Ðåøåíèå. Ïî óñëîâèþ a =
√
15. Äëèíó ìíèìîé ïîëóîñè íàéäåì, ïîäñòàâèâ â êàíîíè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû êîîðäèíàòû òî÷êè M:

52

15
− 6

b2
= 1

Îòñþäà b = 3. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû

x2

15
− y2

9
= 1

è óðàâíåíèÿ àñèìïòîò y = ± 3√
15
x.

Çàäà÷à 2. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû ñ ôîêóñàìè F1(−7; 0) è F2(7; 0), ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó M(-2;12).

Ðåøåíèå.

Íàéäåì ôîêàëüíûå ðàäèóñû òî÷êè M:

r1 = |MF1| =
√

(−7− (−2))2 + (0− 12)2 = 13, r2 = |MF2| =
√

(7− (−2))2 + (0− 12)2 = 15.

Ïî ôîðìóëå (23) ìîäóëü ðàçíîñòè ôîêàëüíûõ ðàäèóñîâ ðàâåí äëèíå áîëüøîé îñè ãèïåð-
áîëû: |r1 − r2| = 2a, ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåì ñëó÷àå èìååì |13 − 15| = 2a. Çíà÷èò äëèíà
áîëüøîé ïîëóîñè a = 1.

Ïî óñëîâèþ c = 7. Òîãäà èç ñîîòíîøåíèÿ c =
√
a2 + b2 âûðàçèì ìàëóþ ïîëóîñü -

b =
√
c2 − a2 =

√
49− 1 =

√
48.

Çàïèøåì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû

x2 − y2

48
= 1.

Çàäà÷à 3. Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè åå ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí
2 è ôîêóñû ñîâïàäàþò ñ ôîêóñàìè ýëëèïñà x2

25
+ y2

16
= 1.

Ðåøåíèå. Íàéäåì êîîðäèíàòû ôîêóñîâ ýëëèïñà, äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
c2 = a2 − b2. Ò.å., â íàøåì ñëó÷àå c2 = 25 − 16 = 9. Òîãäà, òî÷êè F1(−3; 0) è F2(3; 0)
ÿâëÿþòñÿ ôîêóñàìè è ýëëèïñà è ãèïåðáîëû.

Ýêñöåíòðèñèòåò âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå ε = c
a
, ñëåäîâàòåëüíî, a = c

ε
= 3

2
.

Êðîìå òîãî, äëÿ ãèïåðáîëû ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå c2 = a2 + b2. Òîãäà b2 = c2 − a2 =
9− 9

4
= 27

4
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû èìååò âèä 4x2

9
− 4y2

27
= 1.

Çàäà÷è.
1. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ïîëóîñü êîòîðîé ðàâíà ïîëîâèíå ôîêóñíîãî ðàññòî-

ÿíèÿ ýëëèïñà
x2

169
+

y2

144
= 1,

à ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ãèïåðáîëû ðàâíî áîëüøîé îñè ýëëèïñà.
2. Íàïèñàòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, åñëè óãîë ìåæäó åå àñèìïòîòàìè ðàâåí

60 ãðàäóñîâ, è ãèïåðáîëà ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (4
√
3, 2).

3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, èìåþùåé îáùèå ôîêóñû ñ ýëëèïñîì

x2

49
+
y2

24
= 1,
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ýêñöåíòðèñèòåò êîòîðîé ðàâåí 1,25.
4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, èìåþùåé îáùèå ôîêóñû ñ ýëëèïñîì

x2

35
+
y2

19
= 1,

è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (4
√
2, 3).

5. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (6,−1), (−8, 2
√
2).

6. Âû÷èñëèòü ôîêàëüíûå ðàäèóñû äëÿ òî÷êè (-5;9/4), ëåæàùåé íà ãèïåðáîëå

x2

16
− y2

9
= 1.

7. Îïðåäåëèòü óãîë ìåæäó àñèìïòîòàìè ãèïåðáîëû, ó êîòîðîé ýêñöåíòðèñèòåò ðàâåí 2.
8. Âû÷èñëèòü ïîëóîñè ãèïåðáîëû, àñèìïòîòû êîòîðîé äàíû óðàâíåíèÿìè y = ±2x è

ôîêóñû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 5 îò öåíòðà.
9. Íà ãèïåðáîëå

x2

16
− y2

9
= 1

íàéòè òî÷êó, äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå îò ëåâîãî ôîêóñà â 2 ðàçà áîëüøå, ÷åì ðàññòîÿíèå
îò ïðàâîãî ôîêóñà.

10. ×åðåç òî÷êó (3,−1) ïðîâåñòè õîðäó ãèïåðáîëû

x2

4
− y2 = 1,

äåëÿùóþñÿ â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.

4.7 Ïàðàáîëà

Âûïèøåì óðàâíåíèå ïàðàáîëû, çàïèñàííîå â êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò,

y2 = 2px, p > 0, (25)

Èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê ïàðàáîëû x - íåîòðèöàòåëüíî. Äàëåå, ïåðå-
ìåííàÿ y âõîäèò â ýòî óðàâíåíèå âî âòîðîé ñòåïåíè, òàê ÷òî åñëè òî÷êà (x, y) ëåæèò íà
ïàðàáîëå, òî è òî÷êà (x,−y) ëåæèò íà ïàðàáîëå. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàáîëà ñèììåòðè÷íà
ïðè îòðàæåíèè îòíîñèòåëüíî îñè x.

Òî÷êà (p/2, 0) íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì ïàðàáîëû. Äèðåêòðèñîé ïàðàáîëû íàçûâàåòñÿ ïðÿ-
ìàÿ x = −p/2.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà ëåæàëà íà ïàðàáîëå, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
ðàññòîÿíèå îò íåå äî ôîêóñà ñîâïàëî ñ ðàññòîÿíèåì îò íåå äî äèðåêòðèñû.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàññòîÿíèå äî äèðåêòðèñû äëÿ òî÷êè (x, y) ðàâíî x+p/2, ôîêàëüíûé

ðàäèóñ ðàâåí √
(x− p/2)2 + y2.

Ïðèðàâíèâàÿ è âîçâîäÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

x2 + px+
p2

4
= x2 − px+

p2

4
+ y2.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå ÷ëåíû, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ (25).
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Ðèñ. 7: Ïàðàáîëà è åå äèðåêòðèñà

2. Íåîáõîäèìîñòü. Èìååì:

r =
√
(x− p/2)2 + y2 =

√
x2 − px+ p2/4 + y2,

ïîäñòàâëÿÿ y2 = 2px, ïîëó÷àåì ïîä êîðíåì ïîëíûé êâàäðàò îò d2 = x + p/2, ÷òî è òðåáî-
âàëîñü äîêàçàòü.

Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ôîêóñà è ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äèðåêòðèñû äëÿ ïà-

ðàáîëû 3y2 + 12y − 18x+ 12 = 0.
Ðåøåíèå. Ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðèâåäåì çàäàííîå óðàâíåíèå ïàðà-

áîëû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

3(y2 + 4y + 4)− 18x = 0,

3(y + 2)2 = 18x,

(y + 2)2 = 2 · 3x.
Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåðøèíà ïàðàáîëû ðàñïîëîæåíà â òî÷êå A(0,−2),
à ïàðàìåòð p = 3. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîêóñîì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà F

(
3
2
,−2

)
, à äèðåêòðèñîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïðÿìàÿ x = −3
2
.

Çàäà÷à 2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åå ôîêóñ íàõîäèòñÿ â
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé 4x− 3y − 4 = 0 ñ îñüþ àáñöèññ.

Ðåøåíèå. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé 4x − 3y − 4 = 0 ñ îñüþ
àáñöèññ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà F(1,0).

Ïî óñëîâèþ ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ôîêóñîì ïàðàáîëû, ñëåäîâàòåëüíî, ïàðàìåòð p = 2.
Òîãäà óðàâíåíèå ïàðàáîëû çàïèñûâàåòñÿ êàê y2 = 4x.

Çàäà÷à 3. Íàéòè óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè x2+y2+8x−
4y − 3 = 0 ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé ôîêóñ ïàðàáîëû y = 4x2 è ïðàâûé ôîêóñ

ýëëèïñà x2

13
+ (y−1)2

9
= 1.
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Ðåøåíèå. Ïðèâåäåì óðàâíåíèå îêðóæíîñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

(x+ 4)2 + (y − 2)2 − 16− 4− 3 = 0,

(x+ 4)2 + (y − 2)2 = 23.

Òàêèì îáðàçîì, öåíòðîì îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ òî÷êà O(−4, 2). Ò Äàëåå, ôîêóñîì ïà-

ðàáîëû y = 4x2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êà A(1, 0). Ïðàâûé ôîêóñ ýëëèïñà x2

13
+ (y−1)2

9
= 1 íàõîäèòñÿ

â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè B(
√
a2 + b2, 1), ò.å. â òî÷êå B(2, 1).

Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè A(1, 0) è B(2, 1):

x− 1

2− 1
=
y − 0

1− 0
.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðÿìóþ y − x+ 1 = 0.
Èñêîìàÿ ïðÿìàÿ åñòü ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ y − x + 1 = 0 è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó

O(-4,2), ò.å. èìåþùàÿ âèä y−x+C = 0. Êîíñòàíòó C íàéäåì, ïîäñòàâèâ êîîðäèíàòû òî÷êè
O: 2− (−4) + C = 0, ò.å. C = −6.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå èñêîìîé ïðÿìîé åñòü y − x− 6 = 0.
Çàäà÷è.
1. Îïðåäåëèòü êîîðäèíàòû ôîêóñà è ñîñòàâèòü óðàâíåíèå äèðåêòðèñû äëÿ ïàðàáîëû

y2 = 6x.
2. Îïðåäåëèòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé x+ y − 3 = 0 è ïàðàáîëû x2 = 4y.
3. Íà ïàðàáîëå y2 = 16x íàéòè òî÷êè, ôîêàëüíûé ðàäèóñ êîòîðûõ ðàâåí 13.
4. ×åðåç òî÷êó (2, 1) ïðîâåäåíà õîðäà ïàðàáîëû y2 = 4x , êîòîðàÿ äåëèòñÿ â ýòîé òî÷êå

ïîïîëàì. Íàéòè åå óðàâíåíèå.
5. Âû÷èñëèòü äëèíó ñòîðîí ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ïàðàáîëó y2 =

2px.
6. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàðàáîëû y2 = 12x ñ ýëëèïñîì

x2

25
+
y2

16
= 1.

7. ×åðåç ôîêóñ ïàðàáîëû y2 = 2px ïðîâåäåíà õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ îñè ïàðàáîëû.
Âû÷èñëèòü åå äëèíó.

8. Íà ïàðàáîëå y2 = 8x íàéòè òî÷êó, ôîêàëüíûé ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí 20.
9. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, âïèñàííîãî â ïàðàáîëó y2 = 8x òàê, ÷òî

îòäíà èç åãî âåðøèí ñîâïàäàåò ñ âåðøèíîé ïàðàáîëû, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ñîâïàäàåò
ñ ôîêóñîì ïàðàáîëû.

10. ×åðåç òî÷êó (2, 1) ïðîâåñòè õîðäó ïàðàáîëû y2 = 4x, äåëÿùóþñÿ â ýòîé òî÷êå
ïîïîëàì.

4.8 Êðèâûå âòîðîãî ïîðÿäêà â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

Äëÿ êðèâûõ âòîðîãî ïîðÿäêà - ýëëèïñà, ãèïåðáîëû è ïàðàáîëû - ìîæíî ïîëó÷èòü ïðîñòîå
îïèñàíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ ýòîãî íàäî ïîìåñòèòü íà÷àëî êîîðäèíàò â ôîêóñå
(ìû âûáèðàåì ïðàâûé ôîêóñ) è ïîëÿðíóþ îñü ñîâìåñòèòü ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
îñè x.

1. Ýëëèïñ.
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Ðèñ. 8: Ýëëèïñ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Îïèñàííàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò èçîáðàæåíà íà ðèñ. 8. Ïðè îáñóæäåíèè ýëëèïñà áûëà
ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ ôîêàëüíîãî ðàäèóñà: ρ = a−εx. Èç ðèñóíêà ñëåäóåò: x = c+ρ cosφ.
Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì:

ρ = a− εc− ερ cosφ.

Ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ñ ρ, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

ρ =
p

1 + ε cosφ
, p = a− εc.

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ýëëèïñà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îòìåòèì ñëåäóþùèå îáñòîÿ-
òåëüñòâà. Â çíàìåíàòåëå ñòîèò âûðàæåíèå, ïîëîæèòåëüíîå ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ φ (ïîñêîëü-
êó äëÿ ýëëèïñà ε < 1). Ïîýòîìó èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ýëëèïñ èìååò òî÷êè ïðè
âñåõ óãëàõ φ, ïðè÷åì ïðè âñåõ óãëàõ çíà÷åíèÿ ρ êîíå÷íû.

2. Ãèïåðáîëà.
Äëÿ ãèïåðáîëû èìååì, ñîãëàñíî ïðîâåäåííûì âûøå âû÷èñëåíèÿì, ρ = εx− a. Èç ðèñ.

9 ñëåäóåò, ÷òî x = c+ ρ cosφ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå è ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ñ ρ, ïîëó÷àåì

ρ =
p

1 + ε cosφ
, p = a− εc,

óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ôîðìàëüíî ýòî óðàâíåíèå ñîâïàäà-
åò ñ óðàâíåíèåì ýëëèïñà, îäíàêî èìååòñÿ âàæíîå îòëè÷èå: ε > 1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñòü
óãëû, äëÿ êîòîðûõ çíàìåíàòåëü îòðèöàòåëåí - ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ óãëà ãèïåðáîëà íå èìå-
åò òî÷åê. Äëÿ äâóõ çíà÷åíèé óãëà çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â 0, òàê ÷òî ïðè ýòèõ óãëàõ
ρ îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü. Òàêèì îáðàçîì, ãèïåðáîëà íåîãðàíè÷åííàÿ êðèâàÿ. Ýòî
óðàâíåíèå îïèñûâàåò îäíó âåòâü (ïðàâóþ) ãèïåðáîëû.

3. Ïàðàáîëà.
Ïóñòü òî÷êà M = (x, y) ëåæèò íà ïàðàáîëå. Ñîãëàñíî ïðèâåäåííûì âûøå âû÷èñëåíè-

ÿì, ρ = x + p/2, à ñîãëàñíî êàðòèíêå 10 èìååì: x = p/2 + ρ cosφ. Ïîäñòàâëÿÿ â ïåðâîå
ñîîòíîøåíèå è ñîáèðàÿ ñëàãàåìûå ñ ρ, ïîëó÷àåì:

ρ =
p

1− cosφ
.
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Ðèñ. 9: Ãèïåðáîëà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ïàðàáîëû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îòìåòèì, ÷òî òîëüêî ïðè
φ = 0 çíàìåíàòåëü îáðàùàåòñÿ â íîëü, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ â ∞ âåëè÷èíû ρ.
Òàêèì îáðàçîì, ïàðàáîëà òàêæå ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè.

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ âñåõ òðåõ êðèâûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî ñóùåñòâó
ñîâïàäàþò - îòëè÷àþòñÿ òîëüêî äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ε1 â çíàìåíàòåëå. Äëÿ
ýëëèïñà îí îò íóëÿ äî åäèíèöû, äëÿ ãèïåðáîëû - áîëüøå åäèíèöû, à äëÿ ïàðàáîëû ðàâåí
-1. Ýòè çíà÷åíèÿ è îïðåäåëÿþò ðàçëè÷èÿ ýòèõ êðèâûõ.

4.9 Êàñàòåëüíûå

Ïóñòü íà ïëîñêîñòè çàäàíà êðèâàÿ óðàâíåíèåì F (x, y) = 0 (ò.å. íåÿâíûì îáðàçîì). Ïóñòü
òî÷êà (x0, y0) ïðèíàäëåæèò ýòîé êðèâîé. Âûïèøåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé ê êðèâîé â ýòîé
òî÷êå.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì y = f(x), òî, êàê èçâåñòíî èç êóðñà
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ, óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé â òî÷êå (x0, y0), ëå-
æàùåé íà êðèâîé, ðàâåí çíà÷åíèþ ïðîèçâîäíîé f(x) â ýòîé òî÷êå, ò.å. k = f ′(x0). Òàêèì
îáðàçîì, óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé (óðàâíåíèå ïðÿìîé ñ çàäàííûì óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó) èìååò âèä:

y − y0 = f ′(x0)(x− x0).

Åñëè êðèâàÿ çàäàíà íåÿâíî, òî ïðîèçâîäíàÿ f ′(x0) âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

f ′(x0) = −
∂F
∂x
∂F
∂y

|x0,y0 .

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé â îêîí÷àòåëüíîì
âèäå:

(y − y0) ·
∂F

∂y
(x0, y0) + (x− x0) ·

∂F

∂x
(x0, y0) = 0. (26)
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Ðèñ. 10: Ïàðàáîëà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò

Ðàññìîòðèì ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ êàñàòåëüíûå ê êðèâûì âòîðîãî ïîðÿäêà.
1. Êàñàòåëüíàÿ ê ýëëèïñó.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå

x2

a2
+
y2

b2
= 1,

òàê ÷òî ∂F
∂x

= 2x
a2
, ∂F

∂y
= 2y

b2
. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (26) ïðèíèìàåò âèä

2(x− x0)x0
a2

+
2(y − y0)y0

b2
= 0.

Ñîêðàùàÿ íà 2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà (x0, y0) ëåæèò íà ýëëèïñå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ýëëèïñà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó:

xx0
a2

+
yy0
b2

= 1. (27)

2. Êàñàòåëüíàÿ ê ãèïåðáîëå.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå

x2

a2
− y2

b2
= 1,

òàê ÷òî ∂F
∂x

= 2x
a2
, ∂F

∂y
= −2y

b2
. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (26) ïðèíèìàåò âèä

2(x− x0)x0
a2

− 2(y − y0)y0
b2

= 0.

Ñîêðàùàÿ íà 2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà (x0, y0) ëåæèò íà ãèïåðáîëå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ãèïåðáîëû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó:

xx0
a2

− yy0
b2

= 1. (28)
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3. Êàñàòåëüíàÿ ê ïàðàáîëå.
Èñõîäíîå óðàâíåíèå

y2 − 2px = 0,

òàê ÷òî ∂F
∂x

= −2p, ∂F
∂y

= 2y. Ïðè ýòîì óðàâíåíèå (26) ïðèíèìàåò âèä

−2p(x− x0) + 2(y − y0)y0 = 0.

Ñîêðàùàÿ íà 2 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî òî÷êà (x0, y0) ëåæèò íà ïàðàáîëå, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå
êàñàòåëüíîé ïàðàáîëû, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó:

yy0 = p(x+ x0). (29)

Ïðèìåð. Äàíà ïàðàáîëà y2 = 12x. Ïðîâåñòè ê íåé êàñàòåëüíóþ â òî÷êå ñ àáñöèññîé
x0 = 3.

Ðåøåíèå. Èç óðàâíåíèÿ ïàðàáîëû ñëåäóåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå p = 6. Åñëè àáñöèññà
òî÷êè ïàðàáîëû ðàâíà 3, òî îðäèíàòà y0 = 6 (âòîðîé âàðèàíò y0 = −6 îáñóæäàåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî). Ñîãëàñíî (29) óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä: 6y = 6(x + 3), èëè, ñîêðàùàÿ íà
6, y = x+ 3.

Çàäà÷è.
1. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê ýëëèïñó

x2

169
+
y2

25
= 1,

ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìîé 13x+ 12y − 14 = 0.
2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ èç òî÷êè M(−6, 3) ê ýëëèïñó

x2

15
+
y2

9
= 1.

3. Ê äàííîé ãèïåðáîëå
x2

15
− y2

6
= 1

ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé x− 2y = 0.
4. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ãèïåðáîëû, çíàÿ óðàâíåíèÿ åå àñèìïòîò y = ±x/2 è óðàâíåíèå

îäíîé èç åå êàñàòåëüíûõ, 5x− 6y − 8 = 0.
5. ×åðåç òî÷êó M(5,−7) ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê ïàðàáîëå y2 = 8x.

5 Àíàëèòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

5.1 Ñèñòåìû êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïðåäñòàâèì îñíîâíûå îáúåêòû àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè â òðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåæäå âñåãî ââåäåì íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ôèêñèðóåì îäíó èç òî÷åê ïðîñòðàíñòâà O, íàçîâåì åå íà÷àëîì êîîðäèíàò. Âûïóñòèì èç
ýòîé òî÷êè 3 âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå îñè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, âûáåðåì òðîéêó âçàèìíî
îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ, íàïðàâëÿþùèõ ýòèõ îñåé). Êîîðäèíàòû òî÷êèM - ÷èñëà x, y, z,
îïðåäåëÿþòñÿ êàê ïðîåêöèè îòðåçêà OM íà îñè. Ñ âåêòîðíîé òî÷êè çðåíèÿ ýòè ÷èñëà -
êîîðäèíàòû âåêòîðà OM . Òî÷êå M ñîïîñòàâèì òðîéêó ÷èñåë (x, y, z), ýòî ñîïîñòàâëåíèå è
åñòü äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò íà ïëîñêîñòè (ñì. ðèñ. 11).
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Ðèñ. 11: Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Åùå îäíà ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå - öèëèí-
äðè÷åñêàÿ. Îíà ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å åñòü îñåâàÿ ñèììåòðèÿ (ïðè
ýòîì îñüþ ñèììåòðèè íàçíà÷àåòñÿ îñü z). Ïîëîæèì åå íà÷àëî êîîðäèíàò ñîâïàäàþùèì ñ
òî÷êîé O, îñü z ñîâìåñòèì ñ îñüþ z äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, à â ïëîñêîñòè (x, y)
ââåäåì ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ñîïîñòàâëÿÿ ïðîåêöèè òåêóùåé òî÷êè M åå ïîëÿð-
íûå êîîðäèíàòû (ρ, φ). Îáû÷íî ïîëÿðíóþ îñü ñîâìåùàþò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
îñè x äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñì. ðèñ. 12. Â ýòîì ñëó÷àå ëåãêî íàïèñàòü ôîðìóëû,
ñâÿçûâàþùèå öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñ äåêàðòîâûìè,

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z.

Ïðè ýòîì êîîðäèíàòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùèõ ïðåäåëàõ: z ∈ (−∞, +∞), ρ ∈
[0, ∞), φ ∈ [0, 2π).

Åùå îäíà ÷àñòî èñïîëüçóåìàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå - ñôåðè-
÷åñêàÿ, ïðèìåíÿåòñÿ, åñëè â çàäà÷å åñòü ñèììåòðèÿ ïðè ïîâîðîòàõ îòíîñèòåëüíî ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êè. Ýòó òî÷êó íàçíà÷àþò íà÷àëîì êîîðäèíàò, è ôèêñèðóþò îäíó îñü (åå îáû÷íî
ñîâìåùàþò ñ îñüþ z äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò). Óãîë ìåæäó ýòîé îñüþ è âåêòîðîì
OM îáîçíà÷àþò θ, äëèíó âåêòîðà OM îáîçíà÷àþò ρ. Çàòåì â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé îñè, ôèêñèðóþò íàïðàâëåíèå (îáû÷íî åãî ñîâìåùàþò ñ ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì
îñè x ) è óãîë ìåæäó ýòè íàïðàâëåíèåì è ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü z è âåêòîð
OM , îáîçíà÷àþò φ, ñì. ðèñ. 13. Íåòðóäíî âûïèñàòü ñâÿçü ñ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè â
ïðèíÿòûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ. Èìååì:

x = ρ sin θ cosφ, y = ρ sin θ sinφ, z = ρ cos θ.

Â ïðèíÿòîé ïàðàìåòðèçàöèè êîîðäèíàòû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ â ñëåäóþùèõ èíòåðâàëàõ:
ρ ∈ [0, ∞), θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π).
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Ðèñ. 12: Öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

5.2 Êðèâûå è ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Êðèâûå â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàâàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Ìîæíî èõ îïè-
ñûâàòü ÿâíûì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ïàðû ôóíêöèé,

y = f(x), z = g(x),

äëÿ x, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå. Ìîæíî êðèâóþ çàäàâàòü ïàðàìåò-
ðè÷åñêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé

x = ϕ(t), y = ψ(t), z = η(t)

äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ôóíêöèé è t, ïðèíèìàþùåãî çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå. Àíà-
ëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî çàäà÷àòü êðèâûå è ñ ïîìîùüþ äðóãèõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

Ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàäàâàòü ÿâíûì îáðàçîì,

z = F (x, y),

ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî (x, y) ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè.
Êðîìå òîãî, ïîâåðõíîñòè ìîæíî çàäàâàòü íåÿâíûì îáðàçîì, êàê íàáîð òî÷åê, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ
G(x, y, z) = 0

äëÿ èçâåñòíîé ôóíêöèè G(x, y, z).
Åùå îäèí ñïîñîá - ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòè. Ïóñòü ïåðåìåííûå (t, s), ïðè-

íèìàþò çíà÷åíèÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè, òîãäà ñîîòíîøåíèÿ

x = f(t, s), y = g(t, s), z = h(t, s)

äëÿ íåêîòîðûõ ôóíêöèé f(t, s), g(t, s), h(t, s) çàäàþò ïîâåðõíîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äðóãèå (íå äåêàðòîâû) ñèñòåìû êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ çàäàíèÿ ïîâåðõíîñòåé.
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Ðèñ. 13: Ñôåðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

5.3 Ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Äëÿ ôèêñàöèè ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ôèêñèðóåì ñíà÷àëà òî÷êó M0, ÷å-
ðåç êîòîðóþ ïðîõîäèò ïëîñêîñòü. Îäíàêî ÷åðåç òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè ìíîãî ïëîñêîñòåé.
Äëÿ îäíîçíà÷íîé ôèêñàöèè ïëîñêîñòè ñëåäóåò çàäàòü âåêòîð åå íîðìàëè N, êîòîðîé îð-
òîãîíàëüíà ïëîñêîñòü âìåñòå ñî âñåìè ïðÿìûìè íà íåé, ñì. ðèñ. 14. Ðàññìîòðèì âåêòîðà
r0 = OM0 è r = OM . Âåêòîð r-r0 ëåæèò íà ïëîñêîñòè è îðòîãîíàëåí íîðìàëè N ,

(r-r0,N) = 0.

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:

(r,N) = d, d = (r0,N). (30)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè. Ïóñòü r = xi + yj + zk,
N = Ai+Bj+ Ck, òîãäà ýòî óðàâíåíèå ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

Ax+By + Cz +D = 0, D = −d. (31)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îáùèì óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ïî âèäó ýòîãî
óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîñòðîèòü âåêòîð íîðìàëè N = (A,B,C)T .

Åñëè D ̸= 0, òî óðàâíåíèå (31) ìîæíî, ïåðåíîñÿ D íàïðàâî è äåëÿ âñå óðàâíåíèå íà
−D, ïåðåïèñàòü â âèäå

x

a
+
y

b
+
z

c
= 1, (32)

ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïëîñêîñòè â îòðåçêàõ. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïà-
ðàìåòðîâ a, b, c - âåëè÷èíà îòðåçêîâ, îòñåêàåìûõ ïëîñêîñòüþ íà îñÿõ êîîðäèíàò.

Åñòü åùå îäèí ñïîñîá çàäàíèÿ ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Åñëè âåêòîðà
p = (p1, p2, p3)

T , q = (q1, q2, q3)
T ëåæàò íà ïëîñêîñòè, è åñëè îíè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

ëþáîé âåêòîð ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ. Òàê, âåêòîð r−r0 ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

r− r0 = t1p+ t2q.
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Ðèñ. 14: Ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîéM0 è ôèê-
ñèðîâàííîé íîðìàëüþ N

Âûïèñûâàÿ ýòî ñîîòíîøåíèå ïî êîîðäèíàòàì, èìååì:

x− x0 = t1p1 + t2q1, y − y0 = t1p2 + t2q2, z − z0 = t1p3 + t2q3, (33)

ýòî ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Êîãäà ïàðàìåòðû t1, t2 ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ â
ïðåäåëàõ (−∞, ∞), òî÷êà M , ñîîòâåòñâóþùàÿ âåêòîðó r, ïðîáåãàåò âñþ ïëîñêîñòü.

Åñëè çàäàíû òðè òî÷êè M0 = (x0, y0, z0) , M1 = (x1, y1, z1), M2 = (x2, y2, z2), íå
ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, ÷åðåç íèõ ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü. Âûïèøåì óðàâíåíèå
ýòîé ïëîñêîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèä:∣∣∣∣∣∣

x− x0 y − y0 z − z0
x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0
x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣∣∣∣∣∣ = 0. (34)

Â ñàìîì äåëå, åñëè íàïèñàòü ðàçëîæåíèå ýòîãî îïðåäåëèòåëÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå, ìû ïî-
ëó÷èì óðàâíåíèå âèäà (31), ò.å. óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî èñõîäíûå
òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ. Ïîäñòàâëÿÿ, íàïðèìåð, âìåñòî x, y, z çíà÷åíèÿ
x0, y0, z0, ïîëó÷èì íóëåâóþ ñòðîêó îïðåäåëèòåëÿ, òàê ÷òî îí ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëü-
íî, òî÷êà M0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (34). Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåòñÿ è äëÿ äâóõ äðóãèõ
òî÷åê.

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ìîæíî îïðåäåëèòü, âû÷èñëÿÿ óãîë ìåæäó íîðìàëÿìè ê
ïëîñêîñòÿì,

cosφ =
(N1, N2)

|N1| · |N2|
.
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Äàëåå, ðàññòîÿíèå îò çàäàííîé òî÷êè (x0, y0, z0) äî ïëîñêîñòè (31) âû÷èñëÿåòñÿ ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå

L =
Ax0 +By0 + Cz0 +D√

A2 +B2 + C2
. (35)

Ïðèìåð. Íàéäåì óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ x − y +
√
2z − 5 = 0 è ïëîñêîñòüþ yz. Äëÿ

ïåðâîé ïëîñêîñòè íîðìàëü ê íåé èìååò âèä N1 = (1, −1,
√
2)T , äëÿ âòîðîé N2 = (1, 0, 0)T .

Óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ðàâåí óãëó ìåæäó íîðìàëÿìè ê ýòèì ïëîñêîñòÿì,

cosϕ =
(N1, N2)

|N1| · |N2|
=

1

2
,

òàê ÷òî ϕ = π/3.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Êàê ïîñòðîèòü íîðìàëü ê ïëîñêîñòè, çàäàííîé óðàâíåíèÿìè

(33)?
Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êèÀ(4,-2,1) èB(2,4,-3)

è íà÷àëî êîîðäèíàò.
Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (34), ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî òðåòüÿ òî÷êà O(0,0,0) :∣∣∣∣∣∣
x− 4 y − (−2) z − 1
2− 4 4− (−2) (−3)− 1
0− 4 0− (−2) 0− 1

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì

(x− 4) + 7(y + 2) + 10(z − 1) = 0

èëè, îêîí÷àòåëüíî
x+ 7y + 10z = 0.

Çàäà÷à 2. Ñîñòàâèòü îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé âåêòîðàì a(-5,6,4), b(2,-
1,0) è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó À(2,3,-5).

Ðåøåíèå. Íîðìàëüþ ê èñêîìîé ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ âåêòîð c= [a,b]. Íàéäåì ýòî âåê-
òîðíîå ïðîèçâåäåíèå:

c = [a, b] =

∣∣∣∣∣∣
−5 6 4
2 −1 0
i j k

∣∣∣∣∣∣ = (−4, 8,−7)T

Òîãäà, ñîãëàñíî (31), çàïèøåì îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè

−4x+ 8y − 7z +D = 0,

ãäåD íàéäåì, ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå êîîðäèíàòû òî÷êèÀ(2,3,-5): −4·2+8·3−7·(−5)+D =
0, îòêóäà èìååì D = −51.

Òåïåðü, äîìíîæèâ óðàâíåíèå íà (-1), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

4x− 8y + 7z + 51 = 0.

Çàäà÷è.
1. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (7, 5, 0) äî ïëîñêîñòè 4x− 3y − 12z + 26 = 0.
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2. Âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 2x+10y−11z−15 = 0 è 2x+10y−11z+45 =
0.

3. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M = (1, 4,−3) è ïàðàëëåëüíîé
ïëîñêîñòè −5x− 4y − 3z − 2 = 0.

3. Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (4, 1,−3), (5,−2,−2), (7, 5,−4).
4. Íàéòè óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè −2x− 6y + 7z − 2 = 0 è −6x− 7y − 2z + 3 = 0.
5. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó M(3, 2, 4) è îòñåêàþùåé íà

îñÿõ êîîðäèíàò îòðåçêè ðàâíîé äëèíû.
6. Íà îñè íàéòè òî÷êó, ðàâíîóäàëåííóþ îò äâóõ ïëîñêîñòåé 4x − 3y + z − 2 = 0 è

5z + y + 8 = 0.
7. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü OX ïàðàëëåëüíî âåêòîðó P =

(1,−2, 3)T .
8. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü OZ è îáðàçóþùåé ñ ïëîñêîñòüþ

2x+ y − 11z/2− 7 = 0 óãîë 60 ãðàäóñîâ.
9. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè. ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (1, 2, 0) è N(2, 1, 1) ïåðïåí-

äèêóëÿðíî ïëîñêîñòè −x+ y − 1 = 0.
10. Âû÷èñëèòü îòðåçêè, îòñåêàåìûå íà îñÿõ êîîðäèíàò ïëîñêîñòüþ 5x+y−3z−15 = 0.

5.4 Ïðÿìàÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

Ôèêñèðîâàòü ïðÿìóþ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî, çàäàâàÿ òî÷êó M0, ÷åðåç êîòî-
ðóþ ïðîõîäèò ïðÿìàÿ, è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé a. Ïóñòü òî÷êå M0 ñîîòâåòñòâó-
åò âåêòîð r0, òåêóùåé òî÷êå ïðÿìîé M ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð r, òîãäà âåêòîðà r − r0 è
a = (a1, a2, a3)

T îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ìíîæèòåëåì,

r− r0 = at. (36)

Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ âåêòîðíûì óðàâíåíèåì ïðÿìîé, ñì. ðèñ. 15. Êîãäà ïàðàìåòð t
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò −∞ äî ∞, òî÷êà M ïðîáåãàåò ïðÿìóþ. Çàïèñûâàÿ ýòî óðàâíåíèå â

Ðèñ. 15: Ïðÿìàÿ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå çàäàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé òî÷êîéM0 è íàïðàâ-
ëÿþùèì âåêòîðîì a
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êîîðäèíàòàõ, ïîëó÷àåì:

x− x0 = a1t, y − y0 = a2t, z − z0 = a3t.

Ýòîò íàáîð óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì îïèñàíèåì ïðÿìîé â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå. Èñêëþ÷àÿ t èç ýòèõ óðàâíåíèé, íàõîäèì:

x− x0
a1

=
y − y0
a2

=
z − z0
a3

. (37)

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ êîîðäèíàòíûìè óðàâíåíèÿìè ïðÿìîé. Çàìåòèì, ÷òî ïî çíà-
ìåíàòåëÿì â ýòîì ñîîòíîøåíèè ìîæíî âîññòàíîâèòü âåêòîð a = (a1, a2, a3)

T .
Âûïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå òî÷êè, M0 = (x0, y0, z0),

M1 = (x1, y1, z1). Ïîäñòàâëÿÿ âòîðóþ òî÷êó â óðàâíåíèå (37) è çàòåì ðàçäåëèâ (37) íà
ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè, ïîëó÷èì èñêîìîå óðàâíåíèå:

x− x0
x1 − x0

=
y − y0
y1 − y0

=
z − z0
z1 − z0

. (38)

Äàëåå, â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðÿìóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ðåçóëüòàò ïåðåñå-
÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé, ò.å. êàê ðåçóëüòàò ñîâìåñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

A1x+B1y + C1z +D1 = 0, A2x+B2y + C2z +D2 = 0. (39)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ïðÿìîé (37), (38) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèÿ âèäà (39).
Ïðèìåð. Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó (2, −5, 3) ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìîé

x− 1

4
=
y − 2

−6
=
z + 3

9
.

Òàê êàê ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû, ó íèõ ñîâïàäàþò íàïðàâëÿþùèå âåêòîðà, òàê ÷òî èñêîìàÿ
ïðÿìàÿ

x− 2

4
=
y + 5

−6
=
z − 3

9
.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Êàê ïåðåéòè îò ñîîòíîøåíèé (38) ê ñîîòíîøåíèÿì (37)? Ò.å.
êàê íàéòè èç ñîîòíîøåíèé (38) òî÷êó M0 è íàïðàâëÿþùèé âåêòîð a?

Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (1, 2, 3)

è (2, 0, 1).
Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (38) èìååì

x− 1

2− 1
=
y − 2

0− 2
=
z − 3

1− 3

èëè

x− 1 =
y − 2

−2
=
z − 3

−2
.

Çàäà÷à 2. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êóA(5, 3, 4)
è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ïëîñêîñòè 2x+ 3y − z + 7 = 0.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó èñêîìàÿ ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà çàäàííîé ïëîñêîñòè, òî íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì íîðìàëè ê ïëîñêîñòè.

Íîðìàëüþ ê ïëîñêîñòè 2x+ 3y − z + 7 = 0 ÿâëÿåòñÿ âåêòîð n(2, 3,−1).
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Òîãäà, ñîãëàñíî (37), ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå íàøåé ïðÿìîé:

x− 5

2
=
y − 3

3
=
z − 4

−1
.

Çàäà÷è.
1. Âûâåñòè ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó çàäàííîé òî÷êîé è çàäàííîé ïðÿìîé.
2. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè (−2, 5,−3) è (−1, 3,−5).
3. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1, 4,−2) è ïåðïåíäèêóëÿðíîé

ïëîñêîñòè 5x+ 4y + 3z − 11 = 0.
4. Âû÷èñëèòü óãëû ÷åòûðåõóãîëüíèêà A(4, 0, 8), B(5, 2, 6), C(3, 1, 4), D(2,−1, 6).
5. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè M(2,−4,−3) íà ïëîñ-

êîñòü 3x− 7y + 5z + 3 = 0.
6. Ïîêàçàòü, ÷òî ïðÿìàÿ x− 1 = y/3 = z − 1 ëåæèò â ïëîñêîñòè x− 2y + 5z = 6.
7. Íàéòè ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (7, 9, 7) äî ïðÿìîé (x− 2)/4 = (y − 1)/3 = z/2.
8. Ñîñòàâèòü êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (2, 0,−3) ïà-

ðàëëåëüíî ïðÿìîé (x− 1)/5 = (y + 2)/2 = −z − 1.
9. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè

x− 2

3
=
y + 1

4
=
z

2
,

x− 7

3
=
y − 1

4
=
z − 3

2
.

10. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè

x− 9

4
=
y + 2

−3
=
z

1
,

x

−2
=
y + 7

9
=
z − 2

2
.

5.5 Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå

Êàêîâî ìîæåò áûòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ïðÿìîé è ïëîñêîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå? Èç ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðè-
àíòû.

1. Ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü â îäíîé òî÷êå.
2. Ïðÿìàÿ ïàðàëëåëüíà ïëîñêîñòè, è çíà÷èò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ íåò.
3. Ïðÿìàÿ ëåæèò íà ïëîñêîñòè.
Êàê óçíàòü, êàêîé èç âàðèàíòîâ ðåàëèçóåòñÿ, åñëè çàäàíû óðàâíåíèÿ ïðÿìîé è ïëîñ-

êîñòè?
Ïóñòü ïðÿìàÿ çàäàíà êàê ðåçóëüòàò ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêîñòåé,

A1x+B1y + C1z +D1 = 0, A2x+B2y + C2z +D2 = 0,

ïëîñêîñòü çàäàíà îáùèì óðàâíåíèåì

A3x+B3y + C3z +D3 = 0.

Åñëè ìû îáúåäèíèì ýòè óðàâíåíèÿ â îäíó ñèñòåìó (ëèíåéíóþ!) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íûõ x, y, z, òî ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñèñòåìó óðàâíåíèé
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äëÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Ïóñòü K - ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ýòîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé, K̂ - ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû. Âû÷èñëèì ðàíãè ýòèõ ìàòðèö,
n = rank(K), n̂ = rank(K̂). Åñëè n ̸= n̂, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå Êðîíåêåðà-Êàïåëëè èç
êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, ñèñòåìà óðàâíåíèé ðåøåíèé íå èìååò - ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü íå
ïåðåñåêàþòñÿ, îíè ïàðàëëåëüíû. Åñëè æå n = n̂, òî ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîâìåñòíà ïî òîé
æå òåîðåìå. Ïðè ýòîì åñëè n = 3, èìååòñÿ òîëüêî îäíî ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé -
ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Åñëè n = 2, òî ñîãëàñíî îáùèì òåî-
ðåìàì ëèíåéíîé àëãåáðû, ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèÿ, ïàðàìåòðèçîâàííûå îäíèì
ñâîáîäíûì ïàðàìåòðîì, ò.å. ïðÿìàÿ ëåæèò íà ïëîñêîñòè.

Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Ïî÷åìó (ñ òî÷êè çðåíèÿ ëèíåéíîé àëãåáðû) íåò äðóãèõ âàðè-
àíòîâ?

Ðåøåíèå òèïîâûõ çàäà÷.
Çàäà÷à 1. Ïèðàìèäà SABC çàäàíà âåðøèíàìè S(4,2,6), A(4,1,-2), B(2,0,0), C(-2,3,-5).

Íàéòè óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé ëåæèò ãðàíü ABC; óðàâíåíèå âûñîòû, îïóùåí-
íîé èç âåðøèíû S íà ãðàíü ABC, åå äëèíó, à òàêæå òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïðÿìîé ñ
ïëîñêîñòüþ ABC.

Ðåøåíèå.

Óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïîñòðîèì ñîãëàñíî ôîðìóëå (34):∣∣∣∣∣∣
x− 4 y − 1 z − (−2)
2− 4 0− 1 0− (−2)
−2− 4 3− 1 −5− (−2)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ, ïîëó÷èì

x+ 18y + 10z + 2 = 0.

Óðàâíåíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû S íà ãðàíü ABC, åñòü óðàâíåíèå ïðÿìîé,
ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàéäåííîé ïëîñêîñòè è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó S.

Íîðìàëü ê ïëîñêîñòè ÿâëÿåòñÿ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì ïðÿìîé, ñëåäîâàòåëüíî, âû-
ñîòà îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì n(1,18,10) è òî÷êîé S(4,2,6). Òåïåðü ìîæåì çàïèñàòü êàíîíè-
÷åñêîå óðàâíåíèå ïðÿìîé:

x− 4

1
=
y − 2

18
=
z − 6

10
.

Äëèíà âûñîòû ñîîòâåòñòâóåò ðàññòîÿíèþ îò çàäàííîé òî÷êè äî ïëîñêîñòè è âû÷èñëÿ-
åòñÿ ïî ôîðìóëå

p =
|Ax1 +By1 + Cz1 +D|√

A2 +B2 + C2
=

|1 · 4 + 18 · 2 + 10 · 6 + 2|√
12 + 182 + 102

=
102√
425

=
6
√
17

5
.

Íàêîíåö, ÷òîáû íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé x−4
1

= y−2
18

= z−6
10

è ïëîñêîñòè x +
18y + 10z + 2 = 0, çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå:

x− 4 = t, y − 2 = 18t, z − 6 = 10t

èëè
x = t+ 4, y = 18t+ 2, z = 10t+ 6

Ïîäñòàâèâ ýòè âûðàæåíèÿ â óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, íàéäåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t:

11 · (t+ 4) + 18 · (18t+ 2) + 10 · (10t+ 6) + 2 = 0.
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Îòñþäà t = − 6
25

= −0.24. Òåïåðü ïîäñòàâèâ ýòîò çíà÷åíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå
ïðÿìîé, íàéäåì èñêîìûå êîîðäèíàòû:

x = −0.24 + 4, y = 18 · −0.24 + 2, z = 10 · −0.24 + 6

èëè (3.76,−2.32, 3.6).
Çàäà÷è.
1. Íàéòè òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé

x− 12

4
=
y − 9

3
=
z − 1

1

è ïëîñêîñòè 3x+ 5y − z − 2 = 0.
2. Äàí òåòðàýäð A(−1, 2, 5), B(0,−4, 5), C(−3, 2, 1), D(1, 2, 4). Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñ-

êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó D è ïåðïåíäèêóëÿðíîé ñòîðîíå BC.
3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1, 4, 4) è ïðÿìóþ 4x− 3y+

5z + 6 = 0, 2x+ y − z − 2 = 0.
4. Ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè ïðÿìàÿ (x+2)/3 = (y−5)/4 = z íà ïëîñêîñòè 3x−2y−z+15 = 0.
5. ×åðåç ïðÿìóþ 3x+ 2y+ z + 1 = 0, x+ 2y+ 5z + 3 = 0 ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, ïåðïåíäè-

êóëÿðíóþ ïëîñêîñòè x− 2y + z + 7 = 0.
6. Íàéòè óãîë ìåæäó ïëîñêîñòüþ 4x + 4y − 7z + 1 = 0 è ïðÿìîé x + y + z + 1 =

0, 2x+ y + 3z + 2 = 0.
7. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç îñü OZ ïàðàëëåëüíî âåêòîðó P =

(1,−2, 3)T .
8. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ïðÿìóþ

x− 3

2
=
y + 4

1
=
z − 2

−3

è ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé
x+ 5

4
=
y − 2

7
=
z − 1

2
.

9. Ïðîâåðèòü, ëåæèò ëè ïðÿìàÿ

x− 1

2
=
y + 3

−1
=
z + 2

5

íà ïëîñêîñòè 4x+ 3y − z + 3 = 0.
10. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (1, 4, 4) è ïðÿìóþ 4x−3y+

5z + 6 = 0, 2x+ y − z − 2 = 0.
11. Äàíû êîîðäèíàòû âåðøèí ïèðàìèäû A(3, 5, 4), B(8, 7, 4), C(5, 10, 4), D(4, 7, 8). Íà-

ïèñàòü óðàâíåíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû D íà ãðàíü ABC.
12. Äàíû òî÷êè A(4,−5, 2) è B(−2, 3, 2). Íàïèñàòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé

÷åðåç ñåðåäèíó îòðåçêà AB ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó.
13. ×åðåç ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé 4x−y+3z−1 = 0 è x+5y−z+2 = 0 ïðîâåñòè

ïëîñêîñòü,
à) ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò;
á) ïàðàëëåëüíóþ îñè y.
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6 Ïîâåðõíîñòè â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

6.1 Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ

Åñëè ìû âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü ëèíèþ â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è íà÷íåì âðàùàòü åå
âîêðóã êàêîé-íèáóäü îñè, ëèíèÿ çàìåòåò ïîâåðõíîñòü. Òàêèå ïîâåðõíîñòè íàçûâàþòñÿ ïî-
âåðõíîñòÿìè âðàùåíèÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ëèíèþ φ(x, z) = 0 â ïëîñêîñòè (x, z), è
íà÷íåì åå âðàùàòü âîêðóã îñè z. Âûïèøåì óðàâíåíèå òàêîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 16).
Ïðè âðàùåíèè òî÷êè âîêðóã îñè z ñîõðàíÿåòñÿ åå ðàññòîÿíèå äî îñè z, ðàâíîå äëÿ íà-

Ðèñ. 16: Ëèíèþ φ(x, z) = 0 â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âðàùàåòñÿ âîêðóã îñè z è îáðàçóåò
äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ

÷àëüíîé òî÷êè x. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ðàññòîÿíèå ñòàíîâèòñÿ ðàäèóñîì îêðóæíîñòè, ïî
êîòîðîé äâèæåòñÿ òî÷êà. Îáîçíà÷èì ýòîò ðàäèóñ r. Â ïëîñêîñòè (x, y) ýòîò ðàäèóñ ðà-
âåí r =

√
x2 + y2. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ, âîçíèêàþùåé â ýòîì

ïðîöåññå, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
φ(

√
x2 + y2, z) = 0. (40)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü óðàâíåíèÿ ïîâåðõíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè âðà-
ùåíèè êðèâûõ âîêðóã äðóãèõ îñåé.

Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì êðèâóþ â ïëîñêîñòè (x, z), çàäàííóþ óðàâíåíèåì x2+ z2−1 = 0.
Ýòî îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1. Ïðè âðàùåíèè åå âîêðóã îñè z ïîëó÷àåì ñôåðó, óðàâíåíèå äëÿ
êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå çàìåíû x→

√
x2 + y2. Ïîäñòàâëÿÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

åäèíè÷íîé ñôåðû x2 + y2 + z2 − 1 = 0.
Êîíòðîëüíûé âîïðîñ. Âûïèøèòå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòåé, âîçíèêàþùèõ ïðè âðà-

ùåíèè êðèâûõ âîêðóã îñåé x, y.
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6.2 Ïîâåðõíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå

6.2.1 Ýëëèïñîèäû

Âûïèøåì ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ - ïîâåðõíîñòü, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå âðàùåíèÿ
ýëëèïñà

x2

a2
+
z2

c2
= 1

âîêðóã îñè z. Ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå, â ñîîòâåòñòâèè ñ (40), ïîëó÷àåòñÿ çàìåíîé x→√
x2 + y2:

x2 + y2

a2
+
z2

c2
= 1. (41)

Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ âåëè÷èí a, c ìû ïîëó÷àåì íåñêîëüêî ðàçíûé âèä ïîâåðõ-
íîñòè. Ïðè a > c ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ ñæàòûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, ïðè a < c - âû-
òÿíóòûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ, ñì. ðèñ.17 è ðèñ. 18. Åñëè ðàñòÿíóòü êîîðäèíàòó y, òî ìû

−1

−0.5

0

0.5

1

−1
−0.5

0
0.5

1

−1

−0.5

0

0.5

1

x

y

Ðèñ. 17: Ñæàòûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ

ïîëó÷èì óðàâíåíèå îáùåãî ýëëèïñîèäà

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1. (42)

Åñëè ââåñòè ñå÷åíèå ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñè z (ò.å. çàôèêñèðîâàòü
çíà÷åíèå z = z0 â óðàâíåíèè), òî äëÿ ýëëèïñîèäîâ âðàùåíèÿ ìû ïîëó÷èì îêðóæíîñòü (ïðè
|z0| < c)

x2 + y2 = a2
(
1− z20

c2

)
.

Äëÿ îáùåãî ýëëèïñîèäà â ñå÷åíèè ìû ïîëó÷èì ýëëèïñ

x2

a2
+
y2

b2
= 1− z20

c2

(åñëè |z0| < c; ïðè |z0| = c ñå÷åíèå âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó, ïðè |z0| > c ïëîñêîñòü è ýëëèïñîèä
íå ïåðåñåêàþòñÿ).

Çàäà÷è.
1. Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå ýëëèïñîèäà.
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Ðèñ. 18: Âûòÿíóòûé ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ

6.2.2 Ãèïåðáîëîèäû

Âûïèøåì óðàâíåíèå ãèïåðáîëû â êîîðäèíàòàõ (x, z) â âèäå

z2

c2
− x2

a2
= 1,

è ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò âðàùåíèÿ ýòîé êðèâîé âîêðóã îñè z. Â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì
óðàâíåíèå îäíîïîëîñòíîãî ãèïåðáîëîèäà âðàùåíèÿ (ñì. ðèñ. 20):

z2

c2
− x2 + y2

a2
= 1,

Ýòà íåîãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé (ò.å. òàêîé, ÷òî èç ôèêñèðîâàííîé
òî÷êè ìîæíî äîñòè÷ü ëþáîé äðóãîé, íå ïîêèäàÿ ïîâåðõíîñòü). Åå ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè
x = const, y = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãèïåðáîëû, à ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòüþ z = const
ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè.

Èíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëó÷èòñÿ, åñëè ìû ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò âðàùåíèÿ ãèïåðáîëû

x2

a2
− z2

c2
= 1,

âîêðóã îñè z, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâåðõíîñòü íàçûâàåòñÿ äâóïîëîñòíûì ãèïåðáîëîèäîì âðà-
ùåíèÿ. Âûïèøåì åå óðàâíåíèå:

x2 + y2

a2
− z2

c2
= 1.

Ýòî òàêæå íåîãðàíè÷åííàÿ ïîâåðõíîñòü, îäíàêî îíà ñîñòîèò "èç äâóõ êóñêîâ ñì. ðèñ. 19. Åå
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Ðèñ. 19: Îäíîïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ

ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = const, y = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãèïåðáîëû, à ñå÷åíèÿ ïëîñ-
êîñòüþ z = const ( ïðè òåõ çíà÷åíèÿ const, ïðè êîòîðûõ ñå÷åíèÿ ñóùåñòâóþò) ÿâëÿþòñÿ
îêðóæíîñòÿìè.

Ïðåäåëüíûì ñëó÷àåì ãèïåðáîëîèäà ÿâëÿåòñÿ êðóãîâîé êîíóñ - ðåçóëüòàò âðàùåíèÿ âî-
êðóã îñè z ïàðû ïðÿìûõ

x2

a2
=
z2

c2
,

ñì. ðèñ. 21. Óðàâíåíèå ýòîé ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû,

x2 + y2

a2
=
z2

c2
.

Ñå÷åíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè x = const ̸= 0, y = const ̸= 0, - ãèïåðáîëû,
ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè z = const ̸= 0 - îêðóæíîñòè. Ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = 0, y = 0 -
ïàðû ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ, ïëîñêîñòüþ z = 0 - òî÷êà.

Ðàçóìååòñÿ, ñ ïîìîùüþ ðàñòÿæåíèé êîîðäèíàò ìîæíî ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ïðåâðà-
òèòü â áîëåå îáùèå, êîòîðûå ìû çäåñü îáñóæäàòü íå áóäåì.

Çàäà÷è.
1. Íàïèñàòü ïàðàìåòðè÷åñêîå îïèñàíèå êðóãîâîãî êîíóñà.

6.2.3 Ïàðàáîëîèäû

Åñëè ìû ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò âðàùåíèÿ ïàðàáîëû x2 = 2pz âîêðóã îñè z, òî ïîëó÷èì
ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ (ñì. ðèñ. 22)

x2 + y2 = 2pz,

Ðàñòÿãèâàÿ îñè x è y, ïîëó÷èì ýëëèïòè÷åñêèé ïàðàáîëîèä

x2

a2
+
y2

b2
= 2z.
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Ðèñ. 20: Äâóïîëîñòíûé ãèïåðáîëîèä âðàùåíèÿ

Ñå÷åíèÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêîñòÿìè x = const, y = const ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïàðàáî-
ëû, ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè z = const > 0 - ýëëèïñû.

Åñëè â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè ïîìåíÿòü çíàê ó âòîðîãî ñëàãàåìîãî, ïîëó÷èì ãèïåðáîëè-
÷åñêèé ïàðàáîëîèä (ñì. ðèñ. 23)

x2

a2
+
y2

b2
= 2z,

Ýòó ïîâåðõíîñòü èñïîëüçóþò äëÿ îïèñàíèÿ òàê íàçûâàåìûõ "ñåäëîâûõ"òî÷åê. Åå ñå-
÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè x = const, y = const - ïàðàáîëû, ñå÷åíèÿ ïëîñêîñòÿìè z = const ̸= 0 -
ãèïåðáîëû, ïëîñêîñòüþ z = 0 - ïàðà ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

Çàäà÷è.
1. Íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè

x2

16
+
y2

12
+
z2

4
= 1

ñ ïðÿìîé
x− 4

2
=
y + 6

−3
=
z + 2

−2
.

2. Íàéòè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (6, 2, 8) è ëåæàùèå öåëèêîì íà ïîâåðõíîñòè

x2

9
+
y2

4
− z2

16
= 1.

3. ×åðåç òî÷êó (5, 1, 2) ïðîâåñòè ïðÿìóþ òàê, ÷òîáû îíà ïåðåñåêëà ïîâåðõíîñòü

x2

9
+
y2

4
− z2

1
= 1.

òîëüêî îäèí ðàç.
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Ðèñ. 21: Êðóãîâîé êîíóñ

4. Âû÷èñëèòü äëèíó äèàìåòðà ïîâåðõíîñòè

x2

27
+
y2

2
− z2

9
= 1

ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êó (4,−8/9, 8/3).
5. ×åðåç òî÷êó (2, 1,−1) ïðîâåñòè òàêóþ õîðäó ïîâåðõíîñòè

x2

25
+
y2

16
+
z2

9
= 1,

êîòîðàÿ äåëèëàñü áû â ýòîé òî÷êå ïîïîëàì.
6. Íàéòè ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è öåëèêîì ëåæàùèå íà ïîâåðõ-

íîñòè y2 + 3xy + 2yz − zx+ 3x+ 2y = 0.
7. Ïðèâåñòè ê ïðîñòåéøåìó âèäó ïîâåðõíîñòü 2x2+10y2− 2z2+12xy+8yz+12x+4y+

8z − 1 = 0.
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Ðèñ. 22: Ïàðàáîëîèä âðàùåíèÿ
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Ðèñ. 23: Ãèïåðáîëè÷åñêèé ïàðàáîëîèä
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